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Uber Schwingungen mit kombinierter Dampfung. 
Von F. K. Rubbert. 


1. Einleitung. Das Verhalten eines Schwingers mit geschwindigkeitsproportionaler Damp- 

_ fung und Festreibung ist bereits von Bégel! ausfiihrlich untersucht worden. Ein allgemeines 

Amplitudengesetz hat man aber bis heute nicht aufgestellt; nachstehend soll nun gezcigt wer- 

den, daB ein solches doch existiert und recht einfach abgeleitet werden kann. Die Anwendung 

dieses Gesetzes fihrt zu Formeln fiir die Dampfungskonstanten, die gegeniiber den von Bégel 
-mitgeteilten den Vorzug verdienen. 

Das Zusammenwirken von linearer Dampfung und Reibung kann physikalisch durchaus 
als erste Naherung einer von der Geschwindigkeit abhangigen Dampfung angesehen werden. 
Auf das Amplitudengesetz bei zweiter Naherung, d. h. bei der weiteren Beriicksichtigung einer 
dem Quadrat der Geschwindigkeit proportionalen Dampfung soll ein anderes Mal eingegangen 
werden. 


2. Das allgemeine Amplitudengesetz. Die Differentialgleichung fiir einen Schwinger mit 
geschwindigkeitsproportionaler Dampfung und Festreibung lautet 


ag +bq+eq=—(sgnQ)f- (2,1) 
Zu ihrer Integration fihrt man neue Konstanten ein: 
Las =, L340; 
a a a 
es ergibt sich damit z J i 
q+2kq+o*[q+s (sgng)|=90. (2,2) 
Da s konstant ist, kann Gleichung (2,2) auch geschrieben werden 
D2(q-ts) + 2kD(q-ts) + (qs) =0, (2,3) 


d.h. fiir g+s gilt die bekannte Differentialgleichung der gedampften Schwingung. Wegen des 
Vorzeichenwechsels ist die Integration*aber jeweils nur fir eine Halbschwingung méglich; durch 
,Anstiicken‘*? oder durch Anwendung der Operatorenrechnung® gelangt man zur Darstellung 
der n-ten Halbschwingung. 

Nach (2,3) findet die Bewegung bei Festreibung so statt, als ob q um +s (+, je nachdem 
sgn q negativ oder positiv ist) verschoben ist; das Verhaltnis zweier aufeinanderfolgender Ampli- 
tuden (in den Umkehrpunkten) wird daher ausgedriickt durch die bekannte Gleichung 


e 


Tipe a aT ieee al asated 


SS ae 6 2,4 
lqr| +s |qria| +s ae 
wo i i iss 
a V w2—ke2 
Durch korrespondierende Subtraktion entsteht aus (2,4) 
kT/2 _ }@r—a| 441 2,5 
ee ; lar | — | Qr+2| (255) 
andererseits ist nach (2,4) ieee tee tT Igy)’, ; (2,6a) 
\qr+-1| aes ie Fie (|4r| — s) (2,6b) 
und Einsetzen von (2,6a) und (2,6b) in (2,5) ergibt nach leichter Umformung 
kT 
r—1| + stg (—— 
gre _ | u s(r) (2,7) 


if 
| ar| +s 6tg (=) 
"1 K, Bégel, Ing.-Arch. 12 (1941) S. 247. ; 
2 Vgl. z. B. K. Klotter, Technische Schwingungslehre, Bd. I, S. 86, Berlin 1938. 
3 Pipes, Phil. Mag. 25 (1938) S. 950. 
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Setzt man hierin r=1, 2,..., und bildet dann das Produkt dieser n Gleichungen, so entsteht. 


das allgemeine Amplitudengesetz eS 
| ao| +s tg (=) 
kT 
| dn| + sGtg (=) 
Tritt zu einer geschwindigkeitsproportionalen Dampfung noch Festreibung hinzu, so andert _ 
sich das Amplitudengesetz des Schwingers also nur dadurch, da jeder Absolutbetrag einer 
Amplitude um den konstanten Summanden s @tg(kT/4) vergroBert erscheint. 
Aus (2,3) erkennt man ferner, daS durch die Festreibung die Schwingungsdauer nicht ge- 

andert wird. Dabei darf aber unter ,,Schwingungsdauer‘‘ nur das konstante Zeitintervall zwischen 
zwei Umkehrpunkten verstanden werden; die ,,Durchschlagspunkte“ sind jetzt durchaus nicht — 


mehr aquidistant. : 
Die Amplitude im n-ten Umkehrpunkt ist nach (2,8) 


lan] = |gol e-™*7® — 5 tg (**) [1 — ome). (2,9) 


re) vp 


(2,8) 


3. Bestimmung der Daimpfungskonstanten. Aus den Gleichungen (2,4) und (2,5) erhalt 
man fiir die Dampfungskonstanten k und s die von Bégel angegebenen Formeln . 


24) |ara|—|arl | 
k= 7 In fete tacaly (3,1) 


‘Ss 


| dr |? = |ar—a| | Qr+| 
oa 3 3,2 
[gal —larea ee 
sie haben den Nachteil, daB sie drei aufeinanderfolgende Amplituden benutzen. Geeignetere 
Formeln finden sich durch Anwendung des allgemeinen Amplitudengesetzes (2,8); danach ist 


kT kT 
are ee (“) ig | +s Ota (=) 
|an|+s6tg(-) | @an| + stg (=~) 
und durch korrespondierende Subtraktion folgt 
onar2 _. | 40! — | qn | (3,3) 
é ; | Qn | a | Gon| ’ 
und _ hieraus 
ie 2 la | Go| — | Qn | (3 4) 


nT | Qn | — | don| ; 
Nachdem k bestimmt ist, ergibt sich s nach (2,9) zu 


oe kT\ |qo| e—#T/2 — | @n| 
s= Ta ( 4 ) Riper aicea 3G) 
4, Negative Reibung bzw. Dimpfung. Fiir negatives s lautet (2,9), wenn 
kT 5 
gesetzt wird, wo p einen Proportionalitatsfaktor bedeutet, 
|a=| = gol Lp + (1—p) e~ #7? ] . (4,2) 


Hieraus erkennt man, daf fir p=1 eine ungedampfte Schwingung auftritt. Ist aber p = 1, 
so streben die Amplituden gegen den Grenzwert! p |q)|. 

Entsprechend 1a8t sich das Verhalten bei negativem k und positivem s untersuchen. Fir 
p=l tritt wieder eine ungedampfte Schwingung auf. Dagegen ergibt jetzt p> 1 eine gedampfte 
Schwingung und p <1 eine Aufschaukelung. Diese Erkenntnis hat bereits Bégel aus einer Un- 
gleichung gewonnen. 


(Eingegangen am 6, April 1948.) 
Anschrift des Verfassers: Friedrich Karl Rubbert, (20b) Géttingen (Hann.), Lotzestr. 29. 


1 Auf Anregung des Verfassers hat M.G. Drexhage in seiner Géttinger Diplomarbeit (1947), Formel (4, 2) 
auf die mit elektrischen Impulsen arbeitenden Pendeluhren der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt mit 
sehr gutem Erfolg angewandt. : 
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Die Membran-Kugelschale unter Einzellasten. 


Von F. Martin. 


1. Einleitung. Membranspannungszustinde der Kugelschale unter Einzellasten sind zuerst 
von Fr. Dischinger! gemeinsam mit W. Fliigge berechnet worden, und zwar im Prinzip auf dem 
folgenden Wege: Ein Schalenpunkt werde durch Angabe der geographischen Breite #, (9,=0 
am Aquator) und der geographischen Linge #, festgelegt. Nach H. Reiner? entwickelt man die 


Schnittkrafte, die bei der in Breitenkreisrichtung geschlossenen Schale periodische Funktionen 


von #, mit 2 als Periode sind, in trigonometrische Reihen mit n @, als Argument (n=0, 1, 2...). 
Man erhalt dann Schnittkrafte, die auf der ganzen Kugelflache regular sind, mit Ausnahme der 
Pole des verwendeten Koordinatensystems, wo sie mit bestimmter von n abhangiger Ordnung 
unendlich oder Null werden. Die drehsymmetrische Lésung (n=0) bedeutet nun eine Einzel- 
kraft im Pol des Systems, die normal zur Kugelflache gerichtet ist, oder ein Moment um die 
Achse durch beide Pole. Die erste Harmonische (n=1) bedeutet eine tangentiale Einzellast im 


Pol oder ein Moment um eine in der Tangentialebene am Pol liegende Achse*. Tragt die Schale 


Anhang). 


_ herrschende Gleichungssystem zusammen. Wir 


mehrere Einzellasten (im Innern der Flache oder auf dem Rand), so braucht man nur den Pol 
des Koordinatensystems an die jeweilige Stelle des Lastangriffes zu legen (das ist wegen der 
Kugelsymmetrie immer méglich) und hat dann die so gewonnenen Einzellésungen auf ein ge- 
meinsames Koordinatensystem zu transformieren. Das gleiche gilt natirlich fiir die Singulari- 
taiten héherer Ordnung, die aus der Reifnerschen Lésung fiir n > 1 folgen. Jedoch ist dann unter 
Umstanden die Transformation auf das gemeinsame System miihsam. 


Wir wollen hier einen anderen Weg ein- 
schlagen*, bei dem diese Transformation tiber- 
haupt vermieden wird, und auf dem auch 
allgemeiner geformte Rotationsschalen fir 
Einzellasten berechnet werden kénnen (vgl. 


2. Aufstellung der Differentialgleichungen 
und ihre aligemeine Integration. a) Die 
Grundgleichungen. Wir stellen zunachst 
das den Membranzustand der Kugelschale be- 


setzen konstante Wandstarke h voraus. Die 
Mittelflache der Schale habe den Halbmesser a. 
Wir bezeichnen im Punkt (#,, 9.) der Schalen- 
mittelflache mit t, den Einheitsvektor in Rich- 
tung der Meridiantangente im Sinne wachsen- 
der #,, mit t, den Einheitsvektor in Richtung Abb. 1. Element mit Schnittkriften und Belastung. 

der Breitenkreistangente im Sinne wachsen- 

der %,. Weiter sei t; der Einheitsvektor in Richtung der Flachennormalen, positiv so, dafh 
t,, ty, tz ein Rechtssystem bilden; t, zeigt bei dieser Festlegung ins Innere der Kugel. Weiter 
seien ds), =ad#%, und dsp. = acos#, di, die Seiten eines von den Meridianen #, und 9.440, 
und den Breitenkreisen 9, und #,+d0, begrenzten Flachenelementes (Abb. 1). Dann wird 
durch ein Breitenkreiselement die Schnittkraft 


#1 So. = (Ky ty + Kjp te) d Soo 
ibertragen, durch ein Meridianelement die Schnittkraft 


KydSq, = (Ket, + Kyte) d Soy - 


1 Fr, Dischinger, Bauing. 16 (1935) S. 374 und S. 393. 

2 H. Reiner, Miiller-Breslau-Festschrift, S. 181. Leipzig 1912. 

3 W. Fliigge, Statik und Dynamik der Schalen, S. 40. Berlin 1934. 

4 Fiir Rat und Hilfe ist dabei der Verfasser Herrn Professor Dr. H. Fromm zu Dank verpflichtet. 
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Wir wollen wie ublich K,, die Meridiankraft, K,. die Ringkraft und Ky,=Ky, die Schubkraft 
nennen. Zu diesen Schnittkraften gehéren die Dehnungen ¢, und ¢, sowie die Gleitung 49. Die | 


Verschiebung eines Punktes der Mittelflache soll durch Angabe des Vektors 
N= Uy, 1, + Usgt, + Usgts 
beschrieben werden. Ferner sei eine Flachenbelastung gegeben: 
P= Pili + Pate + Pats - 
Die Gleichgewichtsbedingung fiir das Element (Abb. 1) liefert die Vektorgleichung 


AES) gg, + 2E sn) dd, + pds dso, = 0, (Le) 


me 


die mit den drei Aussagen fiir die Komponenten in den Richtungen ty, ty, ts gleichwertig ist’: 


; ES 
Ku — Ky tg 0) aa w + Ky, tg, + ap,=0, | 


cos 
Kis 22K uted, 4 Re ep 05 | (2) ° 
K,, + Ky + ap; =0, 


wobei Punkte Ableitungen nach #,, Striche Ableitungen nach 7, bedeuten. 


Die Bedingung dafir, daB der geometrische Zusammenhang bei der Formanderung erhalten | 


bleibt, liefert die drei bekannten Verzerrungs-Verschiebungsgleichungen? 


Uj — Us = AE; » 


7 


— u, tg, — Us = ey, (3) 


u. 


es ease + uy, tg 0, = ayy. - 


cos 


cos B, 


Zwischen den Schnittkraften und den Verzerrungen besteht das Hookesche Gesetz (E Elasti- 
zitatsmodul, » Poissonzahl) 


1 

2 at oi ae (Ky, —v Ky) , 
1 

€, = Eh (Ky.—7 Ky) (4) 
(1s 

eT ees aig ee Ky 


b) Integration der Gleichgewichtsbedingungen. Bei Membranschalen kénnen die 
Schnittkrafte aus den Gleichgewichtsbedingungen (2) vollstandig bestimmt werden. Wir formen 
(2) um, indem wir mit Hilfe der dritten Gleichung K,, eliminieren; multiplizieren wir noch mit 
cos? ,, so erhalten wir die beiden Gleichungen 


Ky, cos? 0, —2 K,, sin 8, cos 0, + Ki, cos 0,+a(p, cos? ?,—p, sin 3, cos #1) = 
Ky, cos? 3, —2 K,, sin 3, cos 9, — Kj, cos 3, +-a(py cos? 3, —p; cos 01) = 
Daftir kann man schreiben 


cos 0, (Ky, cos? 3,)’+(K,, cos? },)’+a cos? #, (py —pz tg 0) =0 


Rn 5 
cos 0, (Ky, cos? },)° —(K,, cos? 0,)'+ a cos? #, (p, cos B, —ps) =0 . ©) 
Wir suchen nun eine unabhangige Variable y=f(0,) so, daB 

va cos }, 5 

wird. Es mu also gelten 
ed 83 
dy cos B, 
Daraus folgt 
d 
v= In tg (4 os 3) (6a) 


1 Vel. z. B. W. Fliigge, a. a.O. Formel (12a—c), S. 21—24, 
2 Vel. z. B. W. Fliigge, a.a.O. Formel (25a—c), S.52 und 53. . 
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 Setzen wir noch 
Oy, (6b) 
so wird durch (6) die Kugelflache auf die Ebene (x, y) abgebildet, derart, daB der Aquator in 


die x-Achse zwischen 2kx und 2(k+1) x (k=0, 1, 2...), die beiden Pole ins Unendliche fallen. 


Die Abbildung ist die aus der Kartenkunde bekannte Merkatorprojektion. Sie ist winkeltreu 
(konform). 


Aus (6a) erhalten wir fir die Winkelfunktionen : 


1 4 
cos 0, = Cary” Sy 2 ayy (7) 
-Fuhren wir nun noch neue Unbekannte 
KK, cos", = N,4.- Ky,c0s? 0, = N, (8) 
ein, so erhalten wir statt (5) 
dN, dN, a : i 
eae ty ee i) 0 | . 
ON ON, a Shae a | 
ay 0x Gary (Pe ax Gof y) = 0. 


Da als Belastung nur Punktlasten interessieren, setzen wir p,, Po, pz Null und erhalten fir 
die Schnittkrafte die Cauchy- Riemann-Gleichungen 


OM | aN, 


= (f). 
OY 0x 
Rn, 00) 
ay eet See 


Wir kénnen also N, und N, als Real- und Imaginarteil einer Funktion M der komplexen Variablen 
z=x-+1y ansehen: 

M (z) = Ny (x,y) +t Na(x,y) » (11) 
wobei N, und N, Potentialfunktionen sind. 


Damit ist eine allgemeine Aussage tiber den Spannungszustand der Membrankugelschale 
gewonnen. Jeder Tensor 
{ Ky Ky, I 
\. Ky —Ku 
dessen nach (8) mit cos? , multiplizierte Komponenten Real- und Imaginarteil einer analytischen 
Funktion (11) sind, gibt einen méglichen Spannungszustand der Schale an, die nur an den 
Randern oder an Einzelpunkten belastet ist. 


c) Integration der Verzerrungs-Verschiebungsgleichungen. Ahnlich den Gleich- 
gewichtsbedingungen kénnen auch die Gleichungen (3) umgeformt werden. Wir eliminieren mit 
der zweiten Gleichung (3) u, aus der ersten und erhalten 


/ 


. Uu 

Uy + Uy 1 -sa = a(€;—€,) , 
° u. 

Uz + Us ted, + AES re O12 


oder etwas umgeformt 


uy 4 Pn etree ee 
cos th, ( ae ze) (— e) = a(£—€5) 


cos By ( a0: , ! ( aan: Tae iB? 


M:t der Substitution (6) und den neuen Unbekannten 


se oe ee 12 
cosB, m2 cos By °2 ey) 
ergibt sich statt (3) die einfache Form. 
dv dv 
a aie = a(&,—€s) » | “E 
dV, Oe aa 3 | a 
ay ax ra V12 
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; 


Insbesondere erhalten wir fiir die dehnungslose Formanderung v49, Vo) bei €,=£,=77y2=0 die — 
Cauchy- Riemann-Gleichungen 


OV | ose ye | 


\ dy I (14) } 


wi 
: et : OV ae hy | 
; Cg 0x . 
<9 und damit die Aussage: Real- und Imaginarteil jeder analytischen Funktion 
‘g : Wo (2). = Vy9(%> ¥) + tVo9(%> ¥) (15) 


gibt bis auf einen Faktor nach (12) eine dehnungslose Formanderung der Kugelschale an; vj) _ 
und v,) sind Potentialfunktionen. re 

Partikulare Integrale der vollstandigen Gleichungen (13) berechnen wir wie folgt. Wir eli- - 
minieren 


entweder oder 
ay | "2 
und erhalten fiir . 
die Gleichung 
i a 0 ni) ti) 
A "2 ae | aw (€ 2) ay yr0| | Av,=a Be Vie + oy (e,—29)| . (16) 
Dann ergibt sich y 
ae | : ap} 
aus dem wegen (16) vom Weg smabhongigen Literaurecc 
X,¥ ERT , 
mt dv, dv, en 0 V5 OUy # j 
n=f[ (a eae dy) n= [ (3 OA: Ov dy) . 
'  %o9 Yo a F %o> Yo Z (17) 
0 
ne stare) dx (- a a(é e.))dy| = yf (- Fee &2)) te (S ay, )dz| é 
Xo» Yo Fs Xo» Yo 


Fir den Sonderfall, daB nur Randlasten oder Punktbelastungen ene wollen wir (16) 
und (17) noch etwas weiter ausrechnen. Aus (4) und der dritten Gleichung (2) folgt dann 


1+ 2a(1+ 
a(é,—&2) = we (K,,;—Ky.) = eee ’ 
2a(l- 
ay 12 ea ae ”) Ke, 


oder mit (7) und (8) 


a(é—£y) = BOS N, Goi? y = Ny f(y) 


18) 
2a(1 ( 
ayy = =) N, Goi?-y = No fly). 
Einsetzen in (16) ergibt dann wegen (10) 
; 2 

Av, = —=2C+") ny, ein 2 y | Av, =—22Ct) yy, Gina y. (19) 

Ferner wird ee mit (18) , 
‘ XY 
ee : i Ov, 
ree +N, f(y) dx + v= f [(-F2+ Mf) det 130) 


Xo Yo 


bee 32+ Ny fly) ay] a ue Ne fly) + $2) ay]. 


f d) Mechanische Analogien. Die Gleichgewichtsbedingungen (9) und die Verzerrungs- 
ie Verschiebungs-Gleichungen (13) sind mathematisch dieselben Gleichungen. Wie im Anhang 
- gezeigt wird, gilt diese Tatsache allgemein fiir Drehflachen. Wir kénnen also die fir den Stab 
bekannte Mohrsche Analogie zwischen Momentenlinie 

dM 
ae ihre 
und Biegelinie Ax ce / 


\ 
TWN oy ae an 
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_auf Rotationsschalen tibertragen und die Verschiebungen in (13) als Schnittkrafte deuten und 


aus Belastungen (in der Sprache des Bauingenieurs: W-Gewichten) p,, po, Ps berechnen, die sich 
aus den Dehnungen ergeben, etwa nach 


Pr= =O ye,» 
P3 = — Gin y Gof? vey 
0 
Pa = ©0f? ¥¥12 + es Gof y . 


I 


Bei der Kugelschale lohnt es nicht, diese Analogie fiir die Berechnung der Verschiebungen aus- 
-zunutzen. Die Parallele zum Stab wird uns spater noch einmal von Nutzen sein. Bei Dreh- 
schalen mit beliebiger Meridianform kann man mit ihrer Hilfe Verschiebungen nach einer der 
fir die Ermittlung der Schnittkrafte ausgebildeten Methoden berechnen!. 


Wegen der Ubereinstimmung der Gleichungen (14) und (10) kénnen alle Verschiebungszu- 


stande, die dehnungslosen Formanderungen entsprechen, als Schnittkraftdiagramme gedeutet — 


werden und umgekehrt. Auch diese Aussage gilt fir alle Drehflachen. 


Da8 zwischen Spannungszustinden der Membranschalen (ohne Flachenlasten) und ihren 
- dehnungslosen Formanderungen enge Beziehungen bestehen, ist bekannt?. Und zwar lassen sich 
ganz allgemein zu jeder Schalenmittelflache Drehrisse angeben, aus denen man die Drehung eines 
Flachenelementes bei dehnungsloser Formanderung ablesen kann. Jeder Drehri® laBt sich nun 
als Krafteplan eines méglichen Membranspannungszustandes deuten. Darauf hat M. Lagally ein 
Integrationsverfahren der Schalengleichungen aufgebaut, nach dem zur Berechnung der Schnitt- 
krafte und der Verschiebungen im Prinzip ein und dieselbe charakteristische Gleichung zu lésen 
ist. Demgegeniber ist das oben gefundene Ergebnis weniger allgemein, da es nur fiir Drehflachen 
abgeleitet ist, aber weitergehend, da die Ubereinstimmung sogar der Gleichgewichtsbedingungen 
und Verzerrungs-Verschiebungsgleichungen die mechanische Analogie zum Stabe erméglicht und 
uberhaupt die Differentialgleichungen fiir die Schnittkrafte und Verschiebungen so umgeformt 
sind, daB sie leicht direkt gelést werden kénnen. 


Es sei noch eine weitere Analogie, namlich zum ebenen Spannungszustand, erwahnt. Dort 
sind die mittlere Verdrehung eines Flachenelementes und die Summe der Normalspannungen 
zueinander konjugierte Potentialfunktionen®, wie bei der Kugelschale die Schnittkrafte N, und 
N,- Es kann also jede fiir den ebenen Spannungszustand gefundene Lésung in eine entsprechende 
Schalenlésung umgerechnet werden. 


3. Spannungszustinde der Kugelschale unter Einzellasten. a) Die Lésung von Reifner. 
Wir erhalten die in der Einleitung besprochene Lésung von H. Reifner, wenn wir fir die ana- 
lytische Funktion (11) entweder c, sin nz oder c, cos nz annehmen mit komplexen Konstanten c 
und reellem ganzzahligem n > 0. Fir diesen Ansatz ergeben sich die Schnittkrafte 


N, = Re(c, sin nz + cy cos nz) = sin nx(a, oj ny + by Gin ny) + cos nx(—b, Gin y + a, Goj ny), 
N, = 3m(c, sin nz + c, cos nz) = sin nx(b, Gof ny — a, Gin ny) + cos nx (b, Coj ny + a, Ginny). 


Die Lésung ist in der Ebene (x, y) mit Ausnahme des unendlich fernen Punktes regular, also 
auf der ganzen Kugel mit Ausnahme der Pole. Sie braucht hier nicht weiter diskutiert zu werden; 
uber die in ihr enthaltenen Punktbelastungen an den Polen vgl. die Einleitung. 


b) Lésungen fir Einzellasten am Aquator bei Stuitzung an den Polen. 1) Ein- 
zellast im Punkt (9,=0, #,=0) in Richtung der Aquatortangente. Um eine solche 
Kraftwirkung zu beschreiben, wahlen wir die analytische Funktion M(z) so, da®B sie auf der 
x-Achse fir x= +2kx (k=0,1,2...)wie 1/z unendlich wird und sonst in der ganzen z-Ebene 
regular ist. Das leistet der Ansatz* 


M(z) = etg =. (21) 


Vel. z.B. W. Fliigge, a.a.O. S. 47. 

Vgl. z. B. M. Lagally, Z. angew. Math. Mech. 4 (1924) S. 377 und die dort angegebene Literatur. 

Vel. z. B. E. Trefftz, Mathematische Elastizitatstheorie, Handbuch der Physik, Bd. VI, S.109 bis 113. 
4 Kigentlich berechnen wir nach diesem Ansatz EinfluBzablen fiir N und K. Diese Zahlen werden Schnitt- 

krafte erst durch Multiplikation mit einer GroBe der Dimension Kraft/Lange, die wir als multiplikative Kon- 

stante in (21) hinzufiigen kénnten, und die dann aus der gegebenen Belastung zu berechnen wire. Auf das 

Mitschleppen dieser Konstanten wurde verzichtet und die Einflufzahl der Schnittkraft kurz immer nur mit 

Schnittkraft bezeichnet. 


on 
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Sein Real- und Imaginarteil ist 


sin x Gin y 
, Ny(% y) = aleoamt Cony. No(x, ¥) = Coston (22) 
Mit (7) erhalt man die Schnittkrafte zu 

K ING Sel sin By 

11" cos? B, cos #, (1—cos #, cos B,) * | (23) 

K INS ey 1 sin Hy | 

12° eos Op) cos? &, (1—cos 8, cos Hy) © 

Diese werden aufer bei #,=0,=0 auch an den Polen 9,= +2/2 unendlich. Es stehen also drei 


Kraftwirkungen an diesen drei Stellen miteinander im Gleichgewicht. 

Wir untersuchen nun zunachst den Spannungs- 
-gustand in der Nahe der Lastangriffsstelle am Aqua- 
tor. Wir berechnen dazu die Resultierende der 
Schnittkrafte an einer kleinen Kugelkalotte, die durch 
einen Kreis mit dem Halbmesser 9 um die Last- 
angriffsstelle herausgeschnitten wird (Abb. 2). Fir alle 
Punkte nahe dem Aquator (3, <1) gilt Ky, ~ Nj. 
K,, ~ Ny. Ferner verhalten sich in der Nahe des 
Lastangriffes die Schnittkrafte nach (21) wie 1/z, also 
wie 1/0. Da der Offmungswinkel der Kalotte pro- 
portional @ ist, verhalt sich die Schnittkraftkom- 
ponente senkrecht zur Ebene des Kalottengrundkreises 
wie o/o. Die Integration tber den Umfang dieses 
Kreises ergibt also keine Resultierende normal zur 
Kugelflache und erst recht kein resultierendes Mo- 


Abb. 2. Spannungszustand in der Umgebung 
der Lastangriffsstelle am Aquator. ment um irgendeine in die Grundkreisebene fallende 


Achse, wenn o nach Null geht. Wir kénnen uns also 
auf die Betrachtung der in die Grundkreisebene fallenden Komponenten der Schnittkrafte 
K,,, K,, am Rand der Kugelkalotte beschranken und berechnen sie als Funktion des Winkels p 
genau wie die Schnittkrafte K,,, K,, des ebenen Spannungszustandes in einem gegen x, y 
gedrehten System (v, 0): 


_K,, = Ky cos* p + 2 Ky, cos y sin p + Ky, sin? p 
= — Kj, cos2 p+ K,ysin2 9, | 


K,, = — Ky, cos p sin y + Ky, (cos? y — sin? ¢) + K,, sin @ cos Ce 
= K,,sin2 9+ K,, cos 2 9. | 
Diese Schnittkrafte haben eine Resultierende in x-Richtung 
2% 
Oe == | (K,,, cos p — K,, sin py) 9 dp 
0 
und in y-Richtung ‘ (25) 


a f (K,,, sin p + K,, cos p) od. 
0 


Da sich K,, und K,, am Lastangriff wie 1/0 verhalten, bleiben X und Y endlich, wenn o nach 

Null geht, dagegen verschwindet dann ein resultierendes Moment aus den Schnittkraften. — 
Wir berechnen nun K,, und K,, aus (22), indem wir nach Potenzen von x und y entwickeln und 

Glieder héherer Ordnung streichen: | ; ‘ 

2% 2¥ 


(Ky1)9,=0.=0 ~ ety ’ | (Ky2)9,—~0 Oe eas ety? (26) 
oder mit y= 20, eee 
a a 
_ 2acos@ 2asin 
(Ky1)o ray oes ’ (Ky2)o cre aii D (27) 


Dann folgt aus (24) und (25) 


2.5 


2 : 
X= [— =* (cos* p +sin® 9) 9 dp =—4az, ‘ (28) 
‘ Q 


r, ie Mie 
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_wahrend fiir Y aus (25) der Integrand identisch verschwindet. Der Ansatz (21) liefert also den 
Spannungszustand fiir eine auBere Einzellast in Richtung der positiven x-Achse. 


Die Stitzkrafte und Momente, die dieser Last das Gleichgewicht halten, finden wir, wenn 
wir die Schnittkrafte in der Umgebung der Pole naher untersuchen.: Wir fiihren dazu die Pol- 


distanz y,=(z/2)—®, ein (Abb. 3) und schreiben (23) giltig fiir die Umgebung des Nordpols 
in der Form 


il 
K,, » —sin#, , 
1 2 
1 1 


1 1 1 (29) 
K A - ; a i 1 vive [te mike 
12 yp (1—y, cos 85) pe (1+ y, cos Jy) oe ss an cos Hy | . 


Die Lésung besteht aus einem drehsymmetrischen 
Anteil, der wie 1/y,? unendlich wird und einem 
nach der ersten Harmonischen von #, verlaufen- 
den Anteil, der wie 1/y, unendlich wird. Wir 


Abb. 3. Kraftebild am Nordpol. Abb. 4. Belastung 3b) 1) mit den Stiitzkraften 
und -momenten an den Polen. 


schneiden eine kleine Kalotte um den Nordpol aus und fassen die drehsymmetrischen Schub- 
krafte am Schalenrand zu einem Moment um die Nord-Siid-Achse zusammen, das im Sinne 
abnehmender @, dreht und den Betrag 


M =, 2nay, ay, =200° (30) 
1 

hat. Es hebt zusammen mit einem entsprechenden Moment am Siidpol das Moment der an- 
greifenden Kraft gerade auf. Die wie 1/y, unendlich werdenden Anteile geben eine Kraft H in 


der Tangentialebene am Pol, und zwar nur in Richtung der Meridianebene #,= +2/2. Wir 
erhalten 


2% 
H=a [(-Ku sin By + Ky. cos P,) y, dd, 
0 


200 , (31) 
== a f— (sin? #, + cos? 3.) yd 0, = — 2'an. 
Rs Val 


Diese Stiitzkraft halt zusammen mit einer entsprechenden Kraft am Siidpol und den Momenten 
(30) der am Aquator angreifenden Kraft (28) das Gleichgewicht (Abb. 4). 


: 2. Einzellast im Punkt (0,50, #,=0) in Richtung der Meridiantangente. Der 
Rechnungsgang ist der gleiche wie vorher. Wir wollen nur die Ergebnisse zusammenstellen. Die 
analytische Funktion ist hier 


M(z) =i ctg > (32) 
mit , 
ae Ciny 7 rt sin x 
NS Bream re fie cos x — Wof y 33) 
oder : : 
C) o 
Ky, = seta Ky = eee om (34) 


cos? #,(1 — cos B, cos #2) ” cos 3, (1 — cos #, cos #.) 


Assy 


ae ant} a Met a 9 > 2 *) st eae fae... wie rtea ‘ar geal o RY, = A 
0) TALE aM reas yy Ne Pos Re ivr TUN ae em ay a P 
. f Tek POW WED fh rhe 

one ete 


Y a VV 
" ye ok 
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Die Entwicklung am Lastangriff am Aquator liefert 
2asin 2acosp 
(Klee es, a Ua ee rece (35) 
Dazu gehért eine Kraft im Punkt (?,=0, 0,=0) in Richtung 


der negativen y-Achse von der GréBe 
Y=4z2a. 


Ihr wird von einer Kraft am Nordpol in Richtung der Nord- 
Sid-Achse 


Z4=.270 
und einer in der Tangentialebene am Pol liegenden Kraft 
& —— 2, wa 


und entsprechenden Kraften am Siidpol das Gleichgewicht 
gehalten! (Abb. 5). 


3) Einzellast im Punkt (9,=0, #,.=0) normal zur 
Schalenflache. Die fiir diesen Lastfall geeignete analy- 
tische Funktion ist 


1 
1 — cosz 


M(2) = (36) 


mit dem Realteil und Imaginarteil 


1 — cos x Gof y ; 
: Gof y — cos x)? * 
Abb. 5. Belastung 3b) 2) mit den Stiitzkriften Cae ; re) (37) 
an den Polen. Fig sie sin x Gin y | e 
2 


(Gof y — cos x)? 
und den Schnittkraften 


Sie a ae cos B, — cos B, es 1 ~ sin $, sin 3, 
11” cos#, (1—cos @, cos J) ” as cos 3, (1 —cos #, cos #.)? © 


Die Entwicklung von N, und N, am Lastangriff ergibt 


6 


(38) 


2(x*—y") 2 (cos? y — sin? ¢) ae 2 cos 2 pa? 


Fer y teks , 
(Bio = (a pyay e e (39) 
ier oes Axy 2sin 2 pa? 
12)0 im (ty aa 0 eras 
2 =éna Aus (24) erhalten wir 
4 2 a? 
(Kw)o a 0 (Kyo)o =0. : 


Da die Verteilung von K,,, drehsymmetrisch ist, 
liefert nur die senkrecht auf der Tangentialebene im 
Lastangriff stehende Komponente eine Resultie- 
rende, und zwar von der GroBe 


Z= 277 (2)2m9=4n0. 


Sie ist ins Innere der Schale gerichtet. In der Um- 
gebung des Nordpols finden wir aus (38) 


il dae 
2na Ky, ~ —— cos%,, K,. » —— sin, , 
Y1 Yr 


Abb. 6. Belastung 3b) 3) mit den Stitzkraften an den Polen. also eine Kraft 


2% 

oo 1 . 

5 = J (008? + sin? 9.) ay, d3,=22a, 
0 f 


die mit einer gleichen Kraft am Sidpol gerade zum Gleichgewicht erforderlich ist (Abb. 6). 


* In der Umgebung des Angriffes einer Normallast mu8 die Lésung fiir den Membranzustand durch eine 
Lésung fiir die biegesteife Schale ersetzt werden. Hierauf soll hier jedoch nicht naher eingegangen werden. 


dae, 


' Jee fae? 


id ees ‘ aa 
F, Soeaareic SF 


schale 


' 


ee 


ag ‘ > y aa “ tie # = . 

m4) Lastfall 3) in einem anderen Koordinatensystem. Fir eine spatere Anwendung 
brauchen wir den in Abb. 7 skizzierten Lastfall, den wir aus den beiden Belastungen I und II 
4 (Abb. 7) aufbauen kénnen. Es ist der Lastfall 3), nur in einem solchen Koordinatensystem, dah 
_ die Normallast jetzt an einem Pol angreift. 
4 Lastfall I ergibt sich durch Uberlagerung von zwei Lastfallen 2) mit Lastangriff an zwei sich 
_ gegeniiber liegenden Aquatorpunkten. Er kann einfacher unmittelbar durch eine (21) entspre- 
; chende Funktion M mit der Periode z statt 2a dargestellt werden: 


3 . ‘ M(z) =ictgz, . (40) 
‘ xe Gin 2 vy LF sin 2 x 
NS cos 2x — of 2y ’ 1 ips ee (41) 


cos 2 x —Coj 2y 
fi 


2 sin 0, 


sin 2 #5 
cos? #, [(1 + sin? 0) — cos? 8, cos 2 94] * 


‘ences sin? #1) — cos® #, cos 2 By © 


( 


Ky. (42) 


Abb. 7. Belastung 3b) 4) und Aufteilung in Lastfall I und II. 


In der Nahe des Lastangriffes am Aquator in den Punkten (9,=0, 8,=0) und (9,=0, 0.=2) | 
sind die Schnittkrafte . 


on asin 7 Dian a cos 
(K, Yo ~ by 422 aa 0 ? (Kye)o ay SA ele ¥ Siemon ° (43) 


Der Vergleich mit (35) ergibt, daB die angreifenden Krafte hier je die GroBe 27a haben und 
. tangential in Meridianrichtung zum Sidpol hin wirken. Entsprechend findet man aus (42) eine 
Zugkraft am Nordpol von der GréBe 
Z=2748 


und eine gleich groBe Druckkraft am Siidpol, die das Gleichgewicht liefern. 


< 


Lastfall II ist die drehsymmetrische Reifnersche Lésung 


: ’ Tok 10.. 


cos? Hy ; 


Ky, aes 


| Uberlagert man ihn dem Lastfall I, so verschwindet die Zugkraft Z am Nordpol. Die Schnitt- 
krafte werden dert regular, im Siidpol wirkt eine Druckkraft 47a. 


y 
pe ss Be 
t. 
i Ak 


unter Einzellasten, ATS 


/ 
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5) Darstellung von Ergebnissen. Fir die drei Grundtypen der Belastung durch Einzel- 
lasten 3b) 1) bis 3) ist der Verlauf der Schnittkrafte tber 0, und #, in Abb. 8 bis 10 aufgetragen. 
Aus den Abbildungen geht hervor, wie die Spannungskonzentrationen an den Lastangriffsstellen 
sich ins Innere der Schale hinein ausbreiten. Die Spannungsspitzen in der Umgebung des Last- 
angriffs am Aquator sind innerhalb des Gebietes —n/4 <9, <an/4 und —27/4 <j < +-20/4 im 
wesentlichen ausgeglichen. In den anschliefienden Breiten bis zu den Polen nehmen die Schnitt- 
krafte jedoch wieder zu. Von 0, =2/4 an wird das Spannungsbild iberwiegend dadurch bestimmt, 
daB die Breitenkreise 0,=konst. immer kleineren Umfang haben, da also die zum Ubertragen 


Lastfall b) 1) 


0 ~ ————— 
O05 1015 30 45 60 90 120 150 780° 


Abb. 8. Schubkraft —K,, fir Lastfall 3b) 1) identisch mit Meridiankraft K,, fiir Lastfall 3b) 2). 


der Last vom Aquator nach den Polen zur Verfiigung stehende Schnittflache immer kleiner wird. 
In der Nachbarschaft der Pole entspricht der Verlauf den Formeln (29) und ahnlichen fir die 
anderen Lastfalle. 


c) Lésungen fir Einzellasten an einem beliebigen Schalenpunkt (tj, t,) bei 
Stitzung an den Polen. 1) Einzellast in Richtung der Breitenkreistangente. 
Ahnlich Lastfall 3b) 1), Formel (21), setzen wir fir eine am Schalenpunkt (7, tT.) angreifende 
Last mit 4 

5 : 
E=T, n=Iptg(G +3). C=E+in (44) 
an. ’ 


: M(z) = etg ( =) (45) 
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 Daraus ergeben sich die Schnittkrafte 
sin (x—é) Gin (y—n) 


i 


Par Gof (y—n) setzen wir 
1—sin 0, sin Th 


cos B, cos Ty 


Coj y Cof 7» — Gin y Gin n = 
und fir Gin (y—n) 


sin #, — sin T, 


Sin y Coj n — Coj y Gin y = 


cos #, cos T} 


cos (x—£) — Gof (y—n) ’ AE cos (x«—&) — Coj (y—n) * 


0 
0 57075 30 45 60 90 120 150 


Abb. 9. Meridiarikraft K,, fiir Lastfall 3 b) 1) identisch mit Schubkraft K,, fiir Lastfall 3 b) 2). 


Damit erhalten wir die Schnittkrafte in den Koordinaten %,, 0, 


1 sin(#,—T.) cos #, cos T, 
i = . . > 
ar cos? 8, cos #, cos T, cos(#,—T,) — (1 — sin #, sin 7) 
1 sin 3, — sin T, 
BLE cos? 8, cos #, cos T, cos (#,—T,) — (1 — sin 9, sin 7) 


Der Spannungszustand am Lastangriff wird 
2 (x—&) 2(y—n) 


(Budo = GBR Oma 


(Ky2)o a (x—&2 + (y—7)? : 
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(48) 
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Die Umgebung der Lastangriffsstelle (z,, 12) sei nun durch die als klein anzusehenden Winkel ' 
, i ? 
A=9,-—t% A, = 82 — Te ' = (30) 
beschrieben. Dann wird : : ; 
a—§=As eattes (51a) 
und aus einer Taylorentwicklung . } 
| | ie sriteasiss 51b 
bf ae COST, ( a 
hy | ‘ 
. | 
; 
10 \ u 
: 
: i 
! . 
| 
i} 
: 
@ 780" 
ae ‘ 
l, 
on th , 
h | 
‘ 
-w+1 ¢ 
; 
} 
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Abb. 10a. Schnittkrafte fiir Lastfall 3 b })3) Meridiankraft K,,. 


Damit rechnen wir (49) weiter aus: 


(Ki) = 1 2A, 2a" A, cos T, 
HM) ecos*ty. (A, (Ayfeos 7)*) cos T, (Ay? a? cos? tz, + 22a?) ? 
(i), 1 2 (A,/cos T,) ey Vedgat oe 
: here cost, (Ay + (A,/cos 7)?) COS T (Ap? a” cos? t, + A,” a?) 


oder mit Polarkoordinaten 


ad,=esing, ad, cost, =¢ cos p 


: 2a cos 2a sin 
K 3 s aoc: ie 
(Ky - 32 (Ky)p = - 32 


te 
are 
% 


r * 
aie 


_kreistangente zusammenfassen lassen: 


x 


Se ; Aan 


: ———.. 
1a COS T, 


na, 
Ke 


ran-Kugelschale unter Einzellasten. 


Der Vergleich mit (27) ergibt, daB sie sich zu einer Resultierenden X in Richtung der Breiten- 


Die angreifende auBere Kraft wirkt in Richtung wachsen- 
der #,. Fir die Schnittkrafte an den Polen finden wir 
Nordpol | . 1 it 1 
‘Siidpol oe ( 


Nordpol | . ‘ iT 1 (1+ sin 7,) 
Siidpol ic sts ee ue ala WY, «COST, Gos Nase) |e 


a 


fie sin T;) sin (?,—Te) ’ 


, 


i ooo 
Wy COST, 


Die Sttitzreaktionen selbst werden dann Momente am Nord- 
und Siidpol von der GréBe 27a und Stiitzkrafte von der 
Groke 

l+sint, 


am Nordpol 
COS T, 


tigers | oe 


in entgegengesetzter Richtung zur angreifenden Kraft 


(Abb. 11). 


! 


Abb. 10b. Schnittkrafte fiir Lastfall 3 b) 3) Schubkraft K,.. 


Z 
Gy 


N, 


as 


17 
éxdC 1D exale) 
' 


Abb. 11. Belastung 3 c) 1) mit Stiitzkréften und 


-momenten an den Polen. 
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2) Kinzellast in Richtung der Meridiantangente. Mit 


a aes 53 
M = 1 ctg ( 5 ) (53) 
‘erhalten wir ties 
ae Cis Cea) eh Nie sin («— ; 54) 
Nt =~ “eos (e=8) — Gof Gm) 2 =~ eos (x8) — Cof —M) 
1 sin #, — sin T, 
uu cos? ®, cos (#,—T2) cos 0, cos T, — (1 — sin #, sin Ty) ” | (55) 
K 1 sin (®,—T.) cos H, cos T ree | 
Sy cos? @,; cos (8,—T2) cos B, cost, — (1 — sin Bj sin T,) ” 
i 2asin _ 2acosp - (56) 4 

(Kyi)o = ~e0sT10 ” (Ky2)o = cost, 0 (56) 


Aus dem Vergleich mit (35) folgt fir die angreifende Kraft die Grobe 
4na 
cos Ty 


in Richtung abnehmender #,. Die Schnittkrafte an den Polen werden 
Nordpol | f 1 1+sint, 


oes ey 
Siidpol | Saye lee 3 COS Ty Coe Cae) 
Nordpol | 1 l1l+sinz7, 

: Be) n(3,—T.) - 
Siidpol | pS Wy COST, ere) 


Die sich daraus ergebenden Stiitzkrafte kénnen aus Abb. 12 entnommen werden. 


2na 


14 Sint 
21a aa 


1- sin Ty 
2na[ 8%) 
a 
Abb. 12. Belastung 3 c) 2) mit den Stiitzkraften Abb. 13. Aufbau einer Normallast aus vier tangentialen 
an den Polen. Einzelkraften. 


3) Normallast in einem beliebigen Schalenpunkt. Aus den Lastfallen c) 1) und 2) 
kénnen wir Singularitaten, bei denen die Schnittkrafte fir einen Punkt (z,, t,) starker als 1/y, 
unendlich werden, aufbauen. Wir wollen das fiir den Fall der Normallast im Punkt (5 T:) zeigen 
auf einem Wege, auf dem alle Singularitaten, die die Reifnersche Lésung fir die Pole enthalt, 
behandelt werden kénnen. 


Zur Normallast im Punkt (1,72) gehért eine drehsymmetrische Verteilung von Schnitt- 
kraften, die sich in seiner Umgebung wie 1/0? verhalten [vgl. Lastfall b) 3)]. Diese Singularitat 
bauen wir aus vier Einzelkraften auf, die in den Punkten 1 bis 4 angreifen sollen (Abb. 13). 
Punkt 1 und 2 liegen auf dem Meridian durch (t,, t,) mit gleichem Winkelabstand @ von (z33 73) 


jana E949, E e Membr ‘ugelschale unter Einzellasten. 
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entfernt. Dabei wollen wir T=0 setzen. Wir kénnen uns spater von dieser Einschrankung frei 
machen, indem wir in den Endformeln fir @, tiberall 9, — 1, setzen. Die Kraft P habe die Richtung 
der jeweiligen Meridiantangente, und zwar soll P in 1 im Sinne abnehmender 0, und P in 2 im 
Sinne wachsender 9, wirken. Die Punkte 3 und 4 liegen gleichfalls symmetrisch zum Punkt 
(v1, T.) auf demjenigen gréBten Kreis durch (t,, t2), der den Meridian dort senkrecht schneidet. 
Thr Winkelabstand in der Ebene dieses Kreises gemessen soll gleichfalls 2 @ sein. Die Krafte P 
in 3 und 4 sollen die Richtung der jeweiligen Tangente an diesen Kreis haben und im Punkt 3 
im Sinne zunehmender, im Punkt 4 im -Sinne abnehmender #, wirken. Die Resultierende der 
Krafte ist eine Normallast im Punkt (t,, 7). 


Fur die Koordinaten #,, 3, der 4 Punkte findet man 


Punkt A: =%1—-o, Do eat 


sin w 


PUKE PAG 005 SEIN Ces @) Sint t,, 1S y= = 
V1— cos?@ sin? Ty 
COS W COST, 


cos 0, = |/1—cos*@ sin? 1, cos Hy = ; 
~ V1—cos®a sin? 7, 


sin w 


“Punkt 4:° g=—@, ‘sin?,=cos m sin t,, ~ sin’), = ————— 
: V1 — cos? sin? 7, 
cos @ COs T, 


cos 0, = |/1— cos? @ sin? 7, 5.c0s 7, = 
a . : V1— cos? sin? 7, 
Wir wollen mit t den Einheitsvektor in Tangentenrichtung des oben eingefiihrten groBten 
Kreises im Sinne wachsender #, bezeichnen. Dann erhalten wir fiir die Richtungs-cos tt, und tt, im 
. sin w sin T. 
| Punks) ‘tt, 22 : 4+, ti= 
. V1—cos?@ sin? t, » 


cos Ty 


: P 
V1 — cos? sin? 7, 


sin @ sin Ty cos Ty 


PonktsAic ti : Re 


V1— cos? @ sin? r V1 — cos? sin? 
dl 1 


_ Nun benutzen wir die Ergebnisse aus c) 1) wad 2), um die Funktion M(z) fiir die vier Krafte P 
aufzustellen. Die Kraft Pim Punkt 1 liefert den Betrag 
Pcos(tj—o) . z—ly 
4 ‘ Asta er ( 2 ; 
Die Kraft P im Punkt 2 liefert den Betrag 
Pcos(t,+o) . z—Cy \ 
es Savin a ee. L aed (= ‘i 
Die Kraft P im Punkt 3 zerlegen wir in Richtung der Meridian- und Breitenkreistangente. Ihr 
Anteil wird i ; 
 P(tt,) V1 — cos? sin? 7, z—C, P (tt) V1 — cos? sin?t, . (2S: 
' Aga otg ( 2 ) 47 a i ovg ( 2 ) 


Rind der Anteil der Kraft Pim Punkt 4 entsprechend 


P (tte) V1— cos®@ sin? 7 ctg ( pa ) 4 P (tty) VS cos” sin? tT, note fear 


Aza 4m a 


‘Mit den oben berechneten Richtungs-cos erhalten wir 


M(z)= P {i | cos (t,—@) ctg poe — cos(t,-+@) ctg (34) + cost, lets (++) KK 


4a L / 
—ctg ($4) + sin w sin T, L {etg (2%) = cus (45) ]| : 


Wir entwickeln nun alle vorkommenden Funktionen in der Umgebung von (7, T.) nach w 
und behalten nur die linearen Glieder bei. Dann erhalten wir 


M(z) = ne 4 | — m = + sint, i ctg >) : 


12 
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Die Untersuchung der zugehdérigen Schnittkrafte an der Stelle (r,, 72) und den Polen ergibt, 
da® zu dieser Funktion (ohne Faktor vor der Klammer) das in Abb. 14 dargestellte Kraftebild 
gehért. Und zwar gibt der erste Summand eine Kraft in der Breitenkreisebene von der Grobe 
4a/cost,, und der zweite nach c) 2) eine Kraft in Richtung der Meridiantangente von der 
GroBe 4a tg%,, so daB insgesamt wirklich eine Normallast erzielt wird. 


4. Die Verschiebungen der Kugelschale unter Einzellasten. Die Berechnung der Verschie- 
bungen zu den unter 3. behandelten Lastfallen soll an zwei Beispielen gezeigt werden. Beim 
ersten soll die Schale an zwei Breitenkreisen ?,= 0,p unverschieblich gelagert sein, soweit 
man das in der Membrantheorie verlangen kann. Es 
kann nur u,r=0 und ugr=0 fiir 0, = +0,R gefordert 
werden, wahrend die zusatzliche Forderung us=0 
nur mit Biegespannungen erfiillt werden kann. Die 
Schale soll eine Last 4a in Richtung der Aquator- 
tangente tragen. Als zweites Beispiel sollen die Ver- 
schiebungen der geschlossenen Schale unter der Be- 
lastung 3 b) 4) berechnet werden. 


220 Sint; 


20ST 


Erstes Beispiel. Eine Teillésung finden wir, 
wenn wir die VerschiebungsgréBe v,=u,/cos i, aus 
(19) berechnen und dabei N, aus (22) einsetzen. Wir 
haben also die Poissonsche Gleichung 


2a(1+v) sinx Gin2y : 

Ay = Bea tkahaes (cos x — Gof y) sabe Mares ie OU. 

zu lésen. Dabei muB v, den folgenden Rand- 

LNT N S| _ bedingungen geniigen: v, mu fir 3, =0,p ver-. 

» schwinden, da dort die Schale unverschieblich ge- 

lagert sein soll. Ferner ist Symmetriebedingung, daB 

Abb. 14. Belastung 3 c) 3) mit den Stiitzkraften ating Aquator = 0) verschwindet. Aber auch an 

an den Polen. den Meridianen x=0 und x=-+ 7 ist v,=0, da die 

Belastung zur Ebene durch diese Meridiane anti- 

symmetrisch ist und folglich die in bezug auf diese Ebene symmetrische GréBe v, verschwindet. 

Die rechte Seite von (57) ist eine in x periodische Funktion mit der Periode 2%. Wir kénnen 
sie also in eine Fourrierreihe 


ice) 
g(x,y) = >) gm(y) sin mx (58) 
entwickeln. Fiir ihre Koeffizienten g,,(y) erhalt man 


sin «sin mx 
cos x — Wo} v 


9 . wu 
Emly) = a Sin ay f On = Se O's) 9 rela aye (59) 
0 


Die Lésung v, kann dann gleichfalls als Fourierreihe geschrieben werden: 


eras dal sin Mx. (60) — 
Fur ihre Koeffizienten v,,,(y) erhalt man aus (57) die gewéhnliche Differentialgleichung 
i —m? »,,, = key — k e—(m+2)y, (61) 
Thre Lésung 
Or a CN x Omar pee — Cre a= ten eG tN sm 1) (62a) 
041 = Cy e? + Cy e-F 4 e ae! ‘ e*y ~(m=1) (62 b) 


besteht, wie immer, aus zwei Teilen: Die Funktionen mit den Integrationskonstanten als Fak- 
toren bedeuten als Lésungen der homogenen Gleichung eine dehnungslose Verschiebung der — 
Schale. Die darauf folgenden Partikularlésungen der inhomogenen Gleichung sind Verschie- 
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bungen infolge von Dehnungen der Schale. Bei der oben gestellten Aufgabe folgen die 2m Inte- 

grationskonstanten C,,,, C,, aus den 2m Bedingungen, daB fiir jedes m die Verschiebung v, 

fir y=0 und y=y x verschwinden soll. Das braucht hier nicht vorgerechnet zu werden. Fir die 

nun folgende Ermittlung yon v, aus (20) kann v, jedenfalls als bekannt angesehen werden. 
Das Integral (20) ist ein Linienintegral 


xy 
v= [ (P(xy) dx + Q(x. y) dy) (63) 
mit rae 
y sin x 2a(1+7) SOTO rn uae 
P(x, y) any OS es ec ~ Pa oe sin mx, 
Gin y 2a(1+v) "8 1”) 
ze 2 : 
Qo 9) = — ae Gaty ORY ee + SS m hamly) cos ma 
Die Integration ergibt 
x y 
a i 2a(1+7) Gof yo — cos x 
if P(e miei RP ay? Eee 
vs af (Esyo)dE+ [ Ole.) dy= TE Gof 27g In Gee 
ae) n=Yo ' 
Soh GHD, 1 2a(1+y) fl ; 
| dy, ) py me (COS — COS M Xo) L Eh E (Cof? y — Gof? yy) + (65) 


y 


+ €08 x (Sof y —Cof yp) + cos? x In ( oe )| ~ S)meos ma f em(nyda - 
m=\1 


of yo — cos x 
Yo 

Die noch auszufihrende Differentiation und Integration von v,,, sind elementare Operationen, 

auf deren Durchfihrung wir hier verzichten. 


Wahlt man als Anfangspunkt der Integration etwa den Punkt (0, 2), so erhalt man, schon 
auf die Koordinaten ?,, }, umgeformt, 


Uy (Fj, Hg) = Uy (0, 7) cos yO Ov, E ( sa 00 2) ~ ; ig? BO, + 


Eh D 
i} 2 ( a sere B. )| 
tee OP a ee Foes 1) eee ae 1—cos B, | ©) 
2 /dv,\ 1 2 ; 
— cos), Gene (cos m#,—cos mx) —cosd, DN cos my f Vim(y) an - 
m= r m= 0 


Die Lésung ist im Bereich —$ =3, [0,2 tberall regular mit Ausnahme des Punktes (0,=0, 
J,=0), wo uy logarithmisch unendlich wird. 

Damit ist ein partikulares Integral gefunden, das die Randbedingung u,=0 fir 0,= +0, R 
noch nicht erfillt. Wir miissen also eine tiberall regulare Lésung u,, u, iberlagern mit den Rand- 
werten U,z=0 und Urrp=—UpgR(I_). Dies ist die ReiBnersche Lésung 3a). Die Bestimmung der 
darin auftretenden Integrationskonstanten braucht nicht mehr vorgefiihrt zu werden. 


Zweites Beispiel. Anstatt wie im ersten Beispiel Bedingungen auf dem Rand y=+y¥pR 
zu erfillen, mu8 man solche im Unendlichen befriedigen, wenn man die Verschiebungen der 
geschlossenen Kugelschale sucht. Als Beispiel dazu berechnen wir die Verschiebungen der ge- 
schlossenen Schale fiir den Lastfall I der Belastung 3 b) 4). Wir stellen zunachst die Differential- 
gleichung (19) fiir v, auf. Mit N, aus (41) heift sie 

in 2 
Av, ==) cin 2 y gg eae H RCN (67) 
Die Randbedingungen fir v, sind: v,=0 fiir die Geraden x=0 und x=z/2 aus Symmetriegrinden 
und ebenso v,=0 fir y=0. Fir den Rand y= haben wir endlich bleibende Verschiebung v, 
zu fordern, da u, in der Umgebung des Poles verschwinden mu; denn fiir die Belastung Z ist 
am Pol nur ein drehsymmetrischer Zustand mdglich, der frei von einer Drehung um die Nord- 
Sid-Achse ist. Nun wird g(x, y) fir groBe Werte von y unabhangig von y, und man erhalt 


1 2a(1+») 
Ae Eh 


Suita vont 


lias ce 
yo 
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vy bleibt also endlich im Unendlichen. Der Rechnungsgang ist zunachst der gleiche wie im vorigen 1 
Beispiel: Die Funktion g(x, y) hat in x die Periode z. Die Fourierreihe heiBt also : ‘ 


= 5" gm(y) )sin2mx. (68) i| 
I : 


\ 


Ihre Koeffizienten werden 


Sin 2¥ sin 2 x a whe ho eee —2(m+1)y 69 
Emly) = Sorte Sasee ee mxdx=e e 5 (69) | 
: 


Mit dem Ansatz es . 
v3 = De V m(¥) sin 2mx (70) 

erhalt man die gewéhnliche Differentialgleichung ftir v,,, | 
Givin | “Amin, = —ke-2 D7 hen 24 y (71) | 

dy" ee 4 

Thre Lésung heifbt j 4 
Vom = Cyer™y + Cpe ™ + SS ene me ae Cregch esa es (72) i| 

Hi 


Die Integrationskonstante C, mu8 verschwinden, da sonst v, fiir y—+o nicht endlich bleiben i 
kann. Die Konstante C, folgt aus der Bedingung, daf v, fir y=0 verschwindet; wir verzichten 
wieder auf die wirkliche Ausrechnung und sehen v, im folgenden als bekannt an. Dann erhalt — 
man v, aus (20) i 


_ 2a(1+y) | Gof? Yo. Gof 2) —cos2 x Gof 2y oon 


2x) In 
Eg! Eh 2 Coj 27) — cos 2 x9 s 4 Pac iia wks Yamnea sa" a) Coj 2 ¥, —cos 2x 
o2 if . d vom . 
Ae hts ia ests 2 
oy Tm (COs 2 mx cos 2 ms) ( oF poe ss m cos ees "van(n) 7} 
Fir yo wird ae 
lim Us ee oe) = res 
y—> © 
oder in Koordinaten y,, 0, 
j 2a(1l+y) 1 1 
lim u,; 4 —_—.— = —. 
este Eh 2 yy 


Es ergibt sich richtig ein drehsymmetrischer Zustand. Die gleiche Singularitat besitzt die Reifner- 
Lésung 3 a) fir n=0 fiir eine Normallast 27a am Pol. Uberlagern wir also Lastfall II von 3 b) 4), 
so wird die Verschiebung am Nordpol tatsachlich regular. 


5. Anhang: Umformung der Grundgleichungen der Membrantheorie fae drehsymmetrische 
Schalen. Fiir drehsymmetrische Schalen (1/r,, 1/r. Hauptkriimmungen, 1/r, Meridiankriimmung, ~ 
1/r, cos 0, Breitenkreiskrimmung) lauten die Gleichgewichtsbedingungen bei Fehlen von Flachen- 


kraften! ; : : 
Ky rT, cos 0, + Ky, (rz cos 31)’ — Koo ue cos 3,) + Ki,7,=0, | 


Ks r, cos, + 2 Kj, (r, cos 3.) + 7, Ki, = 0, (1) 
: I Te + Ky = 0. 

Wir eliminieren K,, mit Hilfe der dritten Gleichung, multiplizieren die erste Gleichung mit cos ,, 
die zweite mit r,cos?, und benutzen einmal die geometrische Beziehung 

(rz cos'B;) = — r, sin BD, . ; (2y, 
Wir erhalten so die beiden Gleichungen 

seu r, cos? 9, + Ky, [ (ry cos 04)" cos 8, — rz sin 0, cos 9,| + Ky, 1, cos 3, = 0, 

Ky5 (13 cos 0)? + 2 Kyo ry cos @, (rs cos 31)” — 72 Ky, cos 8, = 0 


nec rl. 


OG) LAA ee eS 


_— 
~~ 
sang 
ee ee ee eee 


oder i 
K Sarna 2 ege2 sd)! al ee a 
(Ky, 72 os 9) + (Ky, 12° cos? J) 72 cos Oy 0, | : 
Ke 2 PY MOV os 2 OS Ue == (9), 
(Ky, rz cos? J) (Ky, rz cos? J) cos B, 0 


1 Vgl. FuBnote 1 von Seite 168. 


PR, ae th ante he 


Se ee 


4, ae ra PGOs Hah NG war ea Th Cos" a, == VN, . eo 3i(5) 


ie 
_ Dabei ent N, die Dimension einer Kraft, N, die eines Momentes. Damit erhalten wir die den 
Baar ick nge ahnlichen Cloighinngen 
M 


{: 
k 
Let 


4 : N,+ Ny r.2 cos By oe 
3 | : is Re Nee | e 
Sate da, Res + 
- Die Elimination von 
: \ 
; entweder Ny, ! oder Ny, 
liefert fiir N, N, 
eine Gleichung zweiter Ordnung 
uy 4 o y Po ; / 
Ny +N, T2808 8s N; es ante 
1 - c 
- /T)sin 9, cos F 7, cos? 
—N,( : . so 5 a 1) = 0 “BLN, (2 204 — FE sind, cosdy — 
é ToT 
a kat cos? § ) SAE 


Wir bringen die erste Ableitung durch die Substitution 


ne be ee aa TY 
y=f cos Oy ae y=] Tr,” cos 0, dvs 


zum Verschwinden. Setzen wir wieder x=%,, so wird die gesuchte- Differentialgleichung 


q aN, aN, rt aN, ey, ryt 
A 0x? cs Oya hs 7 9 dy? 1 DL RAD. We 

_ Danach scheint die mathematische Behandlung von Schalen mit 

ne : 4 ‘ 
Sa : ee 7? = konst * (7) 
a : Tits . 

_ besonders einfach zu werden. 

Zu jedem | . 

a co: = ‘ 

a f he N5 (34, By) | Ny (8, Bs) 

_ findet man die konjugierte Schnittkraft . 

é. Ny (91, Ps) . | N2 (01, Pe) 


; durch Quadratur. 


In der gleichen Weise kann man die Verzerrungs-Verschiebungsgleichungen ' 
's U, — Us = 71 €y > 
u, — u, sind, — uz cos ee ean COS Uy Cass (8) 


ty + uy —> a t6oe + u 


sg 
T, COS Hy 1712 


Sehandeln, Wir wollen das nur fs die {Alera Saas Formanderungen durchfihren und setzen 
_ die rechten Seiten von (8) Null. Wir eliminieren u, mit Hilfe der zweiten Gleichung und erhalten 


= . EBA as UD AEE 

E ee a) cos #, & cos Ae) ae | 9) 
es ( Uy ) , ( Uy ) ie he 0 | . 

‘ : Tr, cos, cos 0,/ rp” cos 0, 


* Uber den Unterschied im mechanischen Verhalten und im Integrationsverfahren bei positiver und 
_ negativer Gaufscher Kriimmung 1/r,r, vgl. W. Fliigge, Z. angew. Math. Mech. 25/27 (1947) S. 65. 


1 Vgl. FuBnote 2 von Seite 168. 
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Setzen wir 


uy es Uy et, 
,cos, 2” Tr, cos, aS 
so entsteht das Gleichungspaar 
. Ty / 
v ; = () 
ha To? cos B, f | 
; se ; 
Vo — Gy =U) | 
z cosB, + a) 


das, wie behauptet!, mit den Gleichgewichtsbedingungen mathematisch identisch ist; v, hat | 
die Dimension einer Drehung und ist der Kraft, zugeordnet, v, die einer Verschiebung und | 
entspricht dem Moment N,. Das Ergebnis ist in Ubereinstimmung mit der Pliickerschen Analogie | 
tiber die Zuordnung von Momenten und Verschiebungen oder Kraften und Drehungen ?. 


6. Zusammenfassung. Die Gleichungen der Membrankugelschale kénnen besonders einfach | 
geschrieben werden, wenn man die Kugelflache mittels der Merkatorprojektion auf die Ebene — 
abbildet. Fuhrt man statt der Schnittkrafte und Verschiebungen geeignete neue Unbekannte 
ein, so erscheinen die Gleichgewichtsbedingungen als die Cauchy-Riemannschen Differential- | 
gleichungen, die Verzerrungs-Verschiebungsgleichungen sozusagen als inhomogene Cauchy-Rie- | 
mannsche Gleichungen. Damit kénnen besonders leicht die Spannungszustande der geschlossenen 
Kugelschale unter Einzellasten angegeben werden. Diese Lésungen entsprechen denen fiir Einzel- | 
krafte im unendlich ausgedehnten Kérper der allgemeinen Elastizitatstheorie. Ihre Bedeutung | 
liegt vor allem darin, da8B man mit ihrer Hilfe bisher noch nicht behandelte Randwertaufgaben 
der Membrankugelschale in Angriff nehmen kann. 


* (Eingegangen am 13. Mai 1948.) a 


Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. Friedrich Martin, Paris 17°, 23 rue des moines. 


1 Vel. Seite 170. 
2 Vel. FuBnote 2 von Seite 171. 
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Die energetische Berechnung des induzierten Widerstandes. 
Von W. Kaufmann. 


1. Einfithrung. Bei der Bewegung einer Auf- oder Quertrieb erzeugenden materiellen Flache 
von endlicher Spannweite und kleinem Anstellwinkel in einer unendlich ausgedehnten, homo- 
genen Flissigkeit bildet sich bekanntlich!, von der Hinterkante ausgehend, eine Unstetigkeits- 
flache aus, die sich iber das ganze von der materiellen Flache durchstrichene Gebiet erstreckt. 
Denkt man sich diese Unstetigkeitsflaghe durch einzelne nach riickwarts bis ins Unendliche 
verlaufende Wirbelfaden ersetzt, so lassen sich die diesen ,,freien Wirbelfaden“ entsprechenden 
Storungsgeschwindigkeiten an jeder Stelle berechnen. Die materielle Flache soll unter der An- 
nahme hinreichend groBer Streckung als ,,tragender Wirbel‘‘ aufgefaBt werden. Die durch diesen 
erzeugten Stérungsgeschwindigkeiten nehmen nach dem Biot-Savartschen Gesetz mit dem Ab- 
stand von der Flache ab und verschwinden in groSer Entfernung hinter ihr. Dort sind also 
nur noch die Stérungsgeschwindigkeiten infolge der freien Wirbel vorhanden. Sieht man die 
Eigengeschwindigkeit der freien Wirbel als klein gegentiber der Geschwindigkeit v, an, mit welcher 
die materielle Flache in der Flissigkeit gleichformig horizontal bewegt wird, dann liegen in 
groBer Entfernung hinter der Flache alle Stérungsgeschwindigkeiten in Querebenen, die zur 
Bewegungsrichtung senkrecht stehen, d. h. die Stérungsbewegung kann als eben angesehen 
werden, sofern das betrachtete Flissigkeitsgebiet hinreichend weit vom Anfang und vom Ende 
der Unstetigkeitsflache entfernt ist. Fir die folgenden Betrachtungen’‘soll durchweg eine zur 
Flachenmitte symmetrische Auftriebsverteilung vorausgesetzt werden. 

In der Zeiteinheit wachst das hier betrachtete Gebiet der Unstetigkeitsflache um die Lange 
vg, und die Zunahme an kinetischer Energie der Stérungsbewegung ist gleich dem Energie- 
inhalt aus den Stérungsgeschwindigkeiten zwischen zwei im Abstand v, senkrecht zur Un- 
stetigkeitsflache gelegten Ebenen. Solange man die Flissigkeit als ,,ideal‘* ansieht, ist zur Vor- 

_ wartsbewegung der materiellen Flache eine Kraft erforderlich, die gleich dem,,induzierten“ oder 
,,Randwiderstand** W; der Flache ist, da wegen des Fehlens aller Zahigkeitseinfliisse ein ,,Profil- 
widerstand“ nicht auftreten kann. Diese Kraft leistet in der Zeiteinheit die Arbeit W; vy, welche 
nach dem Energiesatz gleich der Anderung der kinetischen Energie der Stérungsbewegung sein 
mu. Bezeichnet also w die (nach GréBe und Richtung veradnderliche) Stérungsgeschwindigkeit 
in einer Querebene, so wird, wenn man beiderseits durch vy dividiert, mit 9 als Luftdichte 


Ww, =< [ wraF, (1) 
(Q) 
wobei das Integral iber die ganze Querebene Q zu erstrecken ist ?. 

Man wei nun, daB die oben betrachtete Unstetigkeitsflache ihre urspriingliche Form nicht 
beibehalt, sondern sich allmahlich umbildet. Dabei rollen sich ihre seitlichen Enden von den 
Randern der materiellen Flache her nach der Mitte zu spiralartig auf, bis schlieBlich allein zwei 
isolierte Wirbel mit nach innen drehender Zirkulation tbrigbleiben+. Die Zirkulation jedes 
der beiden gegenlaufigen Wirbel ist gleich der Zirkulation einer Halfte der Unstetigkeitsflache, 
aus der sie entstehen, d.h. gleich der maximalen Zirkulation I, in Flachenmitte. 

Wie Versuch und Theorie lehren, ist der Schwerpunktsabstand 2a der beiden aufgewickelten 
Wirbel kleiner als die Spannweite b der bewegten materiellen Flache. Theoretisch erhalt man 


Qh 
a=_"f{ Tad, (2) 


wenn x die Abszisse langs der Spannweite — von der Mitte aus gerechnet — und J’, die Zirku- 
lation um die materielle Flache an der Stelle x bezeichnen? (Abb. 1). Der Schwerpunktsabstand 


1 4, Betz, Handbuch der Physik, Bd. VII, S. 241 ff. Berlin 1927. 

2 Vgl. A. Betz, wie vorstehend, oder L. Prandtl, Tragfliigeltheorie, II. Mitteilung, Nachr. d. K. Gesellschaft 
d. Wissensch. zu Géttingen, Mathem.-Physik. KI. 1919, S. 107 bis 137. Neu abgedruckt in ,,Vier Abhandl. zur 
Hydrodynamik und Aerodynamik“, S. 58 bis 67. Gottingen 1927. : ¢ 

3 W. Kaufmann, Uber die Aufwicklung einer instabilen Wirbelschicht von endlicher Breite. Sitzungsber. 
d. Bayer. Akademie d. Wiss., Mathem.-Naturwiss. Abt. 1946, S. 109 ff. 
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der bcdaw ibinsalwanbe! kann also bestimmt werden, sobald die Zirkulations- bzw. Auftriebs- 
verteilung iiber die Flachenspannweite b gegeben ist. Insbesondere folgt im Falle elliptischer 
I’-Verteilung wegen . ate 


aus (2) sofort . 
2a=b—. (2a) 


Der Mechanismus der so definierten Einzelwirbel, welche je zur Halfte die gesamte urspriingliche 
Unstetigkeitsflache spiralartig aufgespult enthalten, ist bekannt 3. Diese Wirbel haben endliche, 


nahezu kreisférmige Querschnitte vom Halbmesser 
4 


ro=al/t. (3) 


deren Mittelpunkte M, indessen nicht mit den Wirbelschwerpunkten S zusammenfallen (Abb. 1). 


Abb. 1. Stromlinienbild des ,,Wirbelpaares*“. 


AuBerhalb dieser Wirbelkerne herrscht die von dem ,,Wirbelpaar“ mit der Zirkulation I", 
und dem Schwerpunktsabstand 2a erzeugte Potentialstrémung. Sie geht in Ebenen vor sich, 
welche einer festen, zu den Wirbelachsen lotrechten Ebene parallel sind. 

An die Stelle der urspriinglichen Unstetigkeitsflache treten jetzt die beiden hier naher ge- 
kennzeichneten Einzelwirbel. Damit ist das Stromungsfeld in groBer Entfernung hinter der be- 
wegten materiellen Flaché bestimmt. 


2. Der induzierte Widerstand. Um den induzierten Widerstand nach Gleichung (1) darstellen 
zu kénnen, ist die Kenntnis der kinetischen Energie erforderlich, welche von dem obigen Wirbel- 
paar, bezogen auf die Langeneinheit der Wirbelachse, erzeugt wird. 


a) Die Energie der aueren Potentialstrémung. In Abb.2 sei M, wieder der 
Mittelpunkt des Kernrandes und M derjenige einer Stromlinie der von dem Wirbelpaar erzeugten 
Potentialstrémung (auBerhalb der Wirbelkerne), die von einer zweiten, der ersten unendlich nahe 
hegenden umschlossen wird. Ist ferner u die Umfangsgeschwindigkeit am Orte P dieser Strom- 
linie, dann wird mit den Bezeichnungen der Abb. 2 die kinetische Energie der Potentialstrémung 
auBerhalb beider Kerne, bezogen auf die Tiefe ,,eins‘ 

T= 0 O=20 


Ea = 06 i ai u7dr, sin g ds, (4) 


r=rqg =0 


. aA iy ; os 2 zy 
en Widerstandes. 


er 


Lene "a \ 


mn ‘ rag Ge ; pis Da ee : ‘ 
Doppelintegral tiber die Halbebene zu erstrecken ist. Da die beiden benachbarten Kreise 


u dr, sing =dyp 


e sekundliche DurchfluBmenge zwischen ihnen dar, welche aus Kontinuitatsgrinden konstant 
ist. Man kann also (4) auch wie folgt schreiben: 


T=: P=250 


7 Z r=r9 O=0 

Z un ist aber 

Bie 5 . O=200 ‘ 
4 J “de J, 

ie ; Pes 


die Zirkulation langs des Kreises vom Halbmesser r = rq, welche fiir alle Stromlinien auSerhalb 
der Wirbelkerne den gleichen Wert I’, besitzt. Damit geht (5) tiber in 
i ; 


V=Wo - 


ea leree os on (6) 


nl V= Vr, 


Si 
e 


Abb. 2. Zur Berechnung der Wirbelenergie. 


Stromlinie mit dem Halbmesser r—- bestimmt. 
Die Stromfunktion der von einem Wirbelpaar erzeugten Potentialstrémung ist * 
‘ 


= ae In = 
“ sa a 2 
_Danach wird 
hy “ , IG. Ty . 
oe [in + 
4. Pro 20 TeV" O 
Wola & In d= 
“Setzt man diese Grenzwerte in (6) ein, so erhalt man _ 
ie : 
c 2 
| ae eds [m al : (7) 
ssl adl) 


1 Vgl. etwa W. Kaufmann, Angew. Hydromechanik, Bd. I, S. 140. Berlin 1931, wenn dort Strom- und 
Aquipotentiallinien miteinander vertauscht werden. 


PDie Integrationsgrenzen sind durch die Stromfunktionen yr, des Kernrandes und y,, fiir die 
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Fir jede Stromlinie der von einem Wirbelpaar erzeugten Potentialstrémung ist das Verhaltnis 
r)/r,=konst. Nun ist fir den Punkt A des Kernrandes (vgl. Abb. 2) é 


(ay _, Ha? + 16" €6" 


wo! 


Setzt man e, ein, dann folgt nach einfacher Zwischenrechnung 


a) 


“| an ee — 
g r=r0 \a+ ee Fea 


und Gleichung (7) geht tiber in 
Tah 9 
Kg = oe SF eee = ; 
7 n+ (21 
Fihrt man hier noch fiir rj/a den Zahlenwert aus (3) ein, so erhalt man schlieBlich als Energie 
der 4uBeren Strémung 


Eq = 0,467 ie | (8) 


Wie man sieht, ist dieser Ausdruck nicht mehr von der speziellen Auftriebsverteilung tber die 
materielle Flache, sondern nur von der maximalen Zirkulation [’, abhangig. 


b) Die Energie der Wirbelkerne. Fur die beiden Wirbelkerne gilt zunachst wieder. 


wenn man zwei benachbarte Kernstromlinien betrachtet, die Gleichung (5), also 
cae Y= 2 I 
Ex =o [ dy fuds, t (9) 
r=0 #=0 
wohei jetzt die Integration iber die Flache eines Wirbelkernes zu erstrecken ist. Hier ist jedoch 
d=2 0 
fe ds = 1, (10) 
a=0 
fiir die einzelnen Kernstromlinien nicht wie unter Ziffer a) konstant, sondern eine Funktion 
von r. AuBerdem ist die Stromfunktion y im Kerninnern unbekannt. Als ,,mittlere“’ Umfangs- 
geschwindigkeit langs des Kreises r sei jetzt der Wert 
I, 


Qar 


y= 


(11) 
definiert. AuBerdem soll fiir die sekundliche DurchfluBmenge zwischen zwei unendlich nahe 
beieinander liegenden Stromlinien der Mittelwert 

. dy =udr. ; (12) 
eingefiihrt werden. Dann geht (9) mit (10) bis (12) uber in 


ire 
F=f dr. (13) 
Tr—0. 
Fir die weitere Rechnung sei gesetzt 
ia IZ 
ir ey he To. cae ds (14) 
Damit lautet (13) 
n=1 
ue Pe y* 
Wee dae Oh: (15) 
n=0 


Zur Auswertung des vorstehenden Integrals ist zunachst die Kenntnis der Funktion y=y(n) 
erforderlich, die wie folgt bestimmt werden kann: Das Stiick der urspriinglichen Unstetigkeits- 
flache von x bis b/2 mit der Gesamtzirkulation I", mége nach dem Aufspulen den Kreis vom 


re ay St ie a ND Ne ee Pay Ie * ee Re, ry LAS 
ah ON ait ES ms lind ct SEN sa | 
' ¥ re vo eee 
oe) ae % ave | 
} Aen Y ‘8 
{ 
7 : . { 


{ 


— 
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Halbmesser r erfullen (Abb. 1). AuBerdem bezeichne x, die Abszisse des Schwerpunktes S, der 
urspriinglichen Wirbelgruppe von x bis 6/2. Dann ist} 


Ey = BF ’ (16) 
wahrend zwischen x, x, und r die Beziehung besteht 
Ogee : [(x, x)?— a? +4 e+ 2(x,—x)?] > ee CY 
es 
wey 
age ae 


Durch die Ausdriicke (16) bis (18) ist die Zirkulationsverteilung J’, innerhalb der Wirbelkerne 
-und damit wegen (14) auch die Funktion y= y(n) — festgelegt, sobald die-Zirkulationsverteilung 
I’, langs der bewegten materiellen 
Flache bekannt ist. Eine geschlossene 
Darstellung des Integrals (15) ist da- 
mit allerdings nicht méglich. Man 
geht deshalb zweckmabig folgender- 
mafen vor: Zunachst bestimmt man 
- mit Hilfe der Ausdriicke (16) bis (18) 
fir eme Reihe von Werten 0 Sr Ty 
die zugehérigen Zirkulationen J’, und 
tragt darauf die Quotienten y?/7 als 
Ordinaten tiber 7 auf. Es ergibt sich 
dann etwa die in Abb. 3 dargestellte 
Kurve?. Das Integral (15) stellt also 
bis auf den konstanten Faktor den 
Inhalt der aus Abb. 3 ersichtlichen 
Stlache dar.) Fir 7=—1 ist »*/7=1, 
wahrend fiir 7—>0 die Funktion 2 
y?n—>-c geht. Damit entsteht ftir die Abb. 3. Darstellung der Funktion fae 
mechanische Auswertung des Integrals 
eine gewisse Schwierigkeit, der man wie folgt begegnen kann: Die Zirkulation J; laBbt sich 
durch den Ausdruck , 
le) i 


T9 


annahern!, wobei n eine rocks unbekannte Zahl ist. Damit wird 
, n|1/n 
y ~ [1-(—)"}"". 
An der Stelle 7=7' sei y=y’, wobei y <1 sein soll (etwa 0,01). 


Dann kann n aus der Bedingung 
1/n 


y= [1-099 
berechnet werden. Der Ausdruck (15) laBt sich also wie folgt darstellen: 


n=n' 


ree See ie [1—(—n)r)?” F 19 
1 sete neta | > dn | 1? ( ) 


n=0 
wenn F,, die zwischen den Ordinaten y’?/n' und 1 liegende Flache der Abb. 3 bezeichnet. Das in 
(19) auftretende Integral kann nun durch Reihenentwicklung bestimmt werden. Nach dem 
binomischen Lehrsatz ist 


Peele = ae eiyt Gn --: +)" 


1 Vgl. FuBnote 3 von Seite 187. fa : 
2 Die in Abb. 3 dargestellte Kurve gilt fir elliptische I’,-Verteilung. Bei nichtelliptischer Zirkulations- 
verteilung erhalt man einen dhnlichen Verlauf. 
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Da in dem in Frage kommenden Bereich 0 & 4 = 0,01 sein soll, konnen alle héheren Potenzen 
von 7 vernachlassigt werden, so daB 


eh scab peed 8 
[1—(1—n)"]" wn 4 
und 
n=! oes 2 
[1—(1—7n)"] > Rage ane 
i aL 
n= 
Somit wird nach (19) 
ee 
Ey = +52 [F (mn'y +F,]. 


SchlieBlich erhalt man als gesamte Energie der Stérungsbewegung in grofer Entfernung hinter 
der bewegten materiellen Flache und damit als induzierten Widerstand 


Wi = Est Ex = 92" [0,934 4 4 (ny')® + Fy]. (20) 


z 


3. Elliptische Auftriebsverteilung. Im Falle elliptischer Auftriebsverteilung, welche be- 
kanntlich das Minimum des induzierten Widerstandes liefert, lautet! die Funktion (18) mit 


cos g = ae und sin gy = ya -( )’ 


nit~ 4 [achg (p+ Fe 29) ioe 


Fuhrt man diesen Wert in (17) ein, so laBt sich zu jedem x das zugehdrige r und darauf wegen (16) 
das zu jedem r gehorige I, bestimmen. Die Berechnung des induzierten Widerstandes mit Hilfe _ 
der Gleichung (20) und unter Benutzung der Abb. 3 liefert dann a 
2 
Wie eas (21) 
Zum Vergleich sei noch der aus der Prandtlschen Tragflgeltheoric folgende Wert angegeben. 
Er lautet bekanntlich? 


2 
W; = 


tale Ta Ge 
2 2 
T-5 U9 b 


wo wegen der elliptischen J’,-Verteilung 
A=onI,—b. 


Man erhalt also nach Prandtl 


2 2 
Tegan OU eon ey og gee ee. (22) 
8 a 


Wie man sieht, betragt der Unterschied der Ausdriicke (21) und (22) nur rund 1%, womit die i 
Brauchbarkeit der hier gemachten Ansatze erwiesen sein diirfte. ' H 
: 

| 


(Eingegangen am 24, Mai 1948.) 
Anschrift des Verfassers: Professor Dr.-Ing. Walter Kaufmann, (13b) Grafelfing, SpitzelbergerstraBe 5. 


1 Vel. FuBnote 3 von Seite 187. 
2 Vel. A. Beiz, a. a. O. 
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_ Beitrag zur instationaren laminaren Grenzschicht an ebenen Winden. 


Von W. Wuest. 


: 1. Einfithrung. Bei einer strémenden Flissigkeit bildet sich langs fester Wande eine Grenz- 
_ schicht aus, deren Dicke im allgemeinen in Strémungsrichtung zunimmt. Daher hangt die Ge- 
_schwindigkeit wu in dieser Grenzschicht von zwei Ortsvariablen, dem Wandabstand y und der 
Entfernung x in Strémungsrichtung ab, bei nichtstationarer Stromung auBerdem von der Zeit t. 
Es sind aber auch zeitlich veranderliche Vorgange denkbar, bei denen die Abhangigkeit von der 
x-Richtung fortfallt. Wenn wir 2. B. eine ebene, unendlich lange Wand in einer ruhenden Flissig- 
_keit in ihrer Richtung mit zeitlich veranderlicher Geschwindigkeit bewegen oder der Flissigkeit 
_ langs einer solchen Wand eine zeitlich veranderliche, aber langs der Wand konstante Geschwin- 
digkeit erteilen, ist die Stromungsgeschwindigkeit nur vom Wandabstand und von der Zeit ab- 
_ hangig. Die Navier-Stockesschen Gleichungen reduzieren sich dann auf 4 
du 0? u 
efi ee (1) 
Wegen der Gleichheit dieser Differentialgleichung mit der Warmeleitungsgleichung kann man die 
Lésung aus der Theorie der Warmeleitung ibernehmen. Die Lésung ist bekannt, wenn die An- 
fangswerte fiir t=t) und die Randwerte fir y=0 gegeben sind. Unter Einfilhrung des Fehler- 
integrals 


P(z) = weet aa a? (D(«) = 1) (2) 


lautet die allgemeine Lésung 


u(y.) = 3 | urd a |° SS) to | dn4 


+ futone) o ° aS ) aw’. 


In dieser allgemeinen Lésung sind auch die bekannten einfachen Falle enthalten, bei denen ent- 
_weder die Flissigkeit sich im Unendlichen mit konstanter Geschwindigkeit u, bewegt und die 
Wand in Ruhe ist oder die Wand bei anfanglich ruhender Flissigkeit plétzlich mit einer kon- 
stanten Geschwindigkeit u, bewegt wird. Im ersten Falle, verschwindet wegen u(0,t’)=0 das 
zweite Integral, und man erhalt durch Ausfiihrung der Integration im ersten Integral die Lésung 


(3) 


=u, sn 4 

8 "1 (aie y ( 

Im zweiten Falle fallt wegen u(y, tp) =0 das erste Integral fort, und die Integration des zweiten 
Integrals ergibt 

Be) ly DOG; i eee es |; 5 

te us| Gens ) ©) 


Die beiden Lésungen gehen durch eine. Koordinatenverschiebung ineinander tber. 


Im folgenden sollen einige weitere Lésungsbeispiele behandelt werden. Insbesondere wird ie 
auch der Analogiefall zur Grenzschichtabsaugung durch einen Absaugeschlitz untersucht, weil ‘a 
im instationdren, aber von x unabhangigen Fall die Lésung verhaltnismaBig leicht zu gewinnen Mf 
ist und daraus ein Lésungsweg fiir die Behandlung des stationaren, aber von x abhangigen Falles Mf 
vorgezeichnet wird. In einer besonderen weiteren Arbeit soll dieser Weg zur Berechnung dieses 
Falles verwandt werden. 


2. Grenzschichtstrémung langs einer mit verinderlicher Geschwindigkeit bewegten Wand. 
Wir wollen voraussetzen, daB die Wandgeschwindigkeit u,(t) durch ein Polynom 


Uy (t) = vy + 0,t + vgt? + vgt3 + 22+ Unt” (6) 


val 
. 4 4 eee . : -Ls. 
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dargestellt werden kann und die Fliissigkeit im Anfangszustand in Ruhe ist. Die Lésung ist dann 
gegeben durch i 


t ° h 
= ras sh dt’ fi 
A al) ay ec) oe 
Setzen wir z= eae bzw. umgekehrt ¢’ = t — Ee , so laBt sich die Integration ohne 
Ay (t—t’) ; 
weiteres durchfiihren, wenn man die fiir das Fehlerintegral @(z) bzw. dessen Ableitung 
@'(z) = Oe ae gultige Rekursionsformel anwendet 
dz Vax 
es ni 
gn @ (2) dz ar ies it ee 71 Lie z@ dz. (8) 


Fur die ersten Glieder liefert diese Formel 


fo (z) dz 


’ S © (2)dz = 1 @'=26, 
ae z 


I 


D(z), 


- es 1 i 4 
f 4 @'@)dz = ere 2 2”) 4 a. 
Durch Einsetzen des Polynoms (6) in das Integral (7) erhalt man nach Ausfihrung der Integration 
mit zy=y/V4are : 


ee ee a ae 


(9) 
+ 7% '(1—22%)| +s (He i lo" (3-2 23+4 28) — 826 (1 —P(z)) | BEE, b 


Wendet man diese Formel insbesondere auf die mit 
-konstanter Beschleunigung aus der Ruhe bewegte 
Platte an, so erhalt man fir die Geschwindigkeits- 
verteilung wegen u,(t)t =u,(t), uz (t)=0 


u(y,t) = up(t) [(1 —®(z,)) (1 + 2 2) — 2) D(z)]. (10) 


Die Funktionen ® und @’ sind bei Jahnke-Emde tabu- 
liert. Die Lésung ist in Abb. 1 aufgetragen und mit der 
mit konstanter Geschwindigkeit bewegten Platte ver- 
glichen. 


3. Analogie zur Grenzschichtabsaugung. Wenn man 
die Grenzschicht durch einen Einzelschlitz absaugt, 
nutzt man gewohnlich zwei Wirkungen aus, namlich 
die Senkenwirkung des Absaugeschlitzes und die Be- 
0 OF 70 einflussung des Greumchiclie onic. in einem stabili- 

; sierenden Sinne. Durch besondere Gestaltung des Ab- 

Abb, 1. Instationire Grenzschicht an einer unendlich saugeschlitzes (Abb. De links)’ kann man die Senken- 
langen ebenen Platte mit konstanter Geschwindigkeit (a) . d : é 

und konstanter Beschleunigung (b). Die strichpunktierte wirkung zum Verschwinden bringen, so da man allein 

Linie y/J/4vt = 0,3 bezieht sich auf das Rechenbeispiel den zweiten EinfluB erhalt. Dieser Fall liegt dann 

dies a oe ae vor, wenn durch den Absaugeschlitz lediglich ein ge- 

wisser Teil der urspriinglichen Grenzschicht ,,weg- 

geschnitten wird. Fur die theoretische Behandlung dieses Sonderfalles ist es von Nutzen, 
den entsprechenden instationaren Fall zu untersuchen (Abb. 2, rechts). Es sei also angenommen, 
daB die Flussigkeit im Ausgangszustand t=0 die konstante Geschwindigkeit u, hat. Langs einer 
ruhenden festen Wand hbildet sich die Grenzschicht entsprechend (4) aus. Im Abstand yy sei 

parallel zur ersten Wand eine zweite angeordnet, die zunachst mit einer solchen Geschwindigkeit 

bewegt wird, daB die Grenzschichtentwicklung nach Formel (4) nicht gestért wird. Von einem 
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Zeitpunkt t=t) an werde aber die zweite Wand zur Ruhe gebracht, und es bildet sich von der 
zweiten Wand ausgehend eine neue Grenzschicht aus. LaBt man y=0 mit der zweiten Wand 
zusammenfallen, ist die Lésung unter Benutzung von (3) offenbar gegeben durch 


t 


u ye! ; y y a / 
aa po, @D nA = @D = : 7 @D = Se ain 11 
uy Gee ) i as) dt aes) oo) 
_ Ersetzt man in Formel (11) bei der Integration Ge durch einen passend gewahlten Mittel- 
yt! 


wert F(y,t), so erhalt man als Lésung 


5 =0()-Fo.9[1-2 (yesh) a 


Da @ iq) im Integrationsintervall eine monoton abnehmende Funktion ist, mu offenbar 


4yt 
AG rrrg eC SG rere 


sein. Fir y=0 mu wegen u=0 an der Wand F'(0,t)=@ ( a ) sein. A. Betz hat im stationaren 
vt 


Fall (Abb. 2, links) eine ganz entsprechende 


Lésung vorgeschlagen, wobei F = F(0,t) an- ungestorte Stromung ungestorte Stromung 
genommen wurde. Durch diese Festsetzung wird —Ate —t 
lediglich die Bedingung u=0 an der Wand 
erfillt, wahrend die Differentialgleichung nicht ruhend _p lingsbeweglich B 
streng erfillt ist. In Abb. 4 ist diese Lésung —> Absaugeschlitz iA 
als erste Naherung bezeichnet. Um eine ge- rubend ruhend 
nauere Lésung zu finden, untersuchen wir das gesucht: u(x,y) gesucht: u(y) 
asymptotische Verhalten des Integrals (7). Man stationar instationGgr 
kann dieses durch partielle Integration um- 4). 9. Vergleich der Grenzschichtabsaugung im stationiren Fall 
formen in mit einem entsprechenden instationaren Problem. 
t. 
»y 0 u(t’) Bay / 
u(y,t) = us(tp) [2 (7) eer E 6) di’. (13) 


Fur das Fehlerintegral gilt aber folgende asymptotische Entwicklung: 


© N 
ae: oe Se Cio 7 Are Bi a 
1-9) === fe tao aa 2, ( I)? yl (2 z)2P+1 Vita (G 2 23 -), 
" =) 1 —22 1 —22 I eee 
[ D-®@)]ae=—2 [1-9] + ce (ees, 
Wenn also oe im Integrationsintervall beschrankt ist, wird der zweite Summand in Formel (13) 


asymptotisch vernachlassigbar gegentiber dem ersten Summanden, d.h. 


af 
mee j 14 
u(o#) ~ malt) [1—® Cas )] (14) 
Fir die Funktion F in (12) sind also folgende Bedingungen zu erfillen: 
Yo Yo 
oh UN ee ib F(0,t) = O(—=*y. 
F(0,) = (72) (2,1) = 0 (ae) 


Da am Rande die Geschwindigkeit verschwindet, folgt aus der Differentialgleichung (1), dah 
auch die zweite Ableitung der Geschwindigkeit an der Wand verschwinden muf. Daraus ge- 
winnen wir eine weitere Bedingung fiir die Funktion F: 


er 2 oF CSM REC ER Eos 
os \ as 9 ep iyt=0. 15 
( oye ie Vv (t—ty) ea Va %t Vaart é AP) 


/ \ \ : \ > 


; nis 5 - 3) md 2 ‘Cy Me ac : 
. 196 Wuest: Beitrag zur instationaren laminaren Grenzschicht an ebenen Wanden. XS 


Der einfachste Naherungsansatz fiir F ist durch eine Expotentialfunktion gegeben: 


ih Se : 
aie ‘“F= F(0,t)+ ( F(co,t) — F(0,1)) (1 —e  V4v(t—t) ) " (16) 
Diese Lésung ist in Abb. 4 als zweite Naherung be- | 
zeichnet. Der Exponentialfaktor « ist noch von der Zeit | 
abhangig. Er wird aus Formel (15) bestimmt zu 


98 2 Faye 
} 6h = = (Ay Se yl 10). 
re ea) | 
ow wobei (17) i 
2 is: 2 : 
ately Va ty So oo 5 3} 
tite Fe) FO) fuels ; 
0 é # 6 g Im Grenzfall t=t) erhalt man A=z. <| 
Abb. 3. Hilfsfunktion zur Berechnung des Ge- F a 
schwindigkeitsprofiles nach GI. (12) und (16). Als Rechenbeispiel . wurde yolV A vt, = 0,3 ge-) 


wahlt und zunachst « in Abhangigkeit von t/t) aus | 
Formel (17) berechnet (Abb. 3). Aus (16) und (12) kann. dann F(y,t) und die Geschwindig- | 
keitsverteilung berechnet werden. Dies ist fir t/tj=1,6 und 2,5 durchgefihrt worden (Abb. 4, — 
zweite Naherung). Man erkennt, daB die im Vergleich dazu mit F=F(0,t) berechnete erste © 
Naherung nicht wesentlich davon abweicht. Bei der Stabilitatsrechnung kommt es jedoch auf — 


t 
\ GOT 02 TR | 
. Abwerching—= 
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3 Abb. 4. Geschwindigkeitsprofile beim instationaren Analogon | Abb. 5. Fehler der ersten und zweiten Niaherung fiir 
ee zur Grenzschichtabsaugung fiir yo/|/ 4 ty = 0,3. yolV 40 to = 0,3 und t/tp=1,6. 


gestrichelt: erste Naherung; ausgezogen: zweite Naherung: 


; strichpunktiert: Unterschied zwischen beiden (vergréfert). 


die zweite Ableitung des Geschwindigkeitsprofiles an. Die Unterschiede der beiden Naherungen | 
sind hier betrachtlich. Insbesondere versagt die erste Naherung in Wandnahe vollstandig, wahrend 
die Fehler der zweiten Naherung wesentlich geringer sind, wie man durch Einsetzen der beiden _ 
Naherungen in Gleichung (1) feststellen kann. Abb. 5 zeigt die dabei auftretenden Abweichungen 
gegeniiber Gleichung (1). ; 


FRE PE ST ys 4 
ae da ae a 
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4. Laminare Strémung an der Grenzfliche zweier Fliissigkeiten. Wenn beispielsweise tber 
_ eine Wasseroberflache ein Wind veranderlicher Starke weht, werden die oberen Wasserschichten 
_ mitgenommen, und es bildet sich auch im Wasser eine Grenzschicht aus. Wir wollen dabei an- 
nehmen, daf} es sich um keine groBraumigen Vorginge handelt, bei denen die durch die Erd- 
_ drehung hervorgerufenen Corioliskrafte eine entscheidende Rolle spielen, sondern es soll sich 
um Strémungsvorgange kleiner Abmessungen handeln und die veranderliche Windstarke durch 
ein zeitlich veranderliches Druckfeld hervorgerufen werden. Dabei wollen wir im Rahmen unserer 
bisherigen Uberlegungen voraussetzen, dab der Druckgradient 1/00 p/d «= —f(t) nur eine Funktion 
der Zeit ist, dagegen nicht vom Ort abhingt. Aus der Navier-Stokesschen Gleichung erhalt man 
dann sowohl fiir das Wasser als auch fiir die Luft 


ou 0° u 


Fie Oe adeweans (18) 


\ 


_ Far groBen Abstand von der Grenzflache der beiden Flissigkeiten soll d2u/dy2 verschwinden. 
Aus der Druckgleichheit an der Trennungsflache folgt weiterhin, daB fa(t)/fs(t) = 0a/ox, wobei 
die Indizes a, b sich auf die beiden Flissigkeiten, insbesondere Luft und Wasser, beziehen. Fir 
groBen Abstand von der Trennungsflache lauten die Randbedingungen 


VP OO u=—Uy,, 


Qa 


Pa OO she (UU sa 
y. or 


u, + konst. 


Durch die Annahme, dai im Ausgangszustand beide Flissigkeiten in Ruhe sind, wird konst. =0. 
Die Lésung von (18) ist fiir die obere Flissigkeit dann gegeben durch ; 


t 
/ if 0 / 
wa =uy() + f [us(’) ay] 2, Oe) a (19) 
to a 
und fir die untere Flissigkeit durch: 
aye eee aN pene dt’. 20 
Be OE OE ed ead eres an ae sali G” 


Die Oberflachengeschwindigkeit u,(t) ist hierbei noch unbekannt. Wir bestimmen sie aus der 
Bedingung, daf§ an der Trennungsflache die Schubspannungen in beiden Flissigkeiten gleich 
sein mtissen. Wegen der obigen Vorzeichenfestsetzung folgt dann 


fa ( = 1 Rerae bebe Gy) 


Die Oberflachengeschwindigkeit uy ergibt sich zu 


Vrm +r 


kee 22 
Lee Vim ie 


Uy = %Wy = Teg 
wobei r=Qa/o» das Verhaltnis der Dichte der beiden Flissigkeiten und m=/la/us das Ver- 
haltnis der dynamischen Zahigkeiten der beiden Flissigkeiten ist. Fir Wasser von 15° und Luft 


von 20° €C und 760 mm Hg ergeben sich folgende Zahlwerte: 
m=0,01605, r=0,001218, «=0,00554. ° 


 Hierbei ist vorausgesetzt, daB die Strémung in beiden Flissigkeiten laminar ist. Bei atmosphari- 
schen Vorgingen ist jedoch die Luftgrenzschicht gewohnlich turbulent, und die Mitnahme- 

_ geschwindigkeit erreicht dann héhere Werte, namlich etwa 3% der Windgeschwindigkeit, wie 
Versuche gezeigt haben und auch rechnerisch nachgewiesen werden kann. 


5. Zusammenfassung. Die Entwicklung einer laminaren Grenzschicht wird in der Umgebung 
ebener Wande oder an der Grenzflache zweier Flissigkeiten untersucht, wobei auBer der Ab- 
hangigkeit von der Zeit nur eine Abhangigkeit vom Abstand von dieser Wand oder Grenzflache 
angenommen wird. Fiir den Fall, daB die Wandgeschwindigkeit in ihrem zeitlichen Verlauf 


13 


S Whiékis A zur instationaren laminaren Gren 


iy 


Die eee nimmt insbesondere dann eine einfache Gestalt ie an, wenn die Wand mit toad 
stanter Beschleunigung bewegt wird. Die Geschwindigkeitsprofile zu verschiedenen Zeitpunkten 
sind im Fall der gleichmafig beschleunigten Wand ahnlich, d. h. sie gehen lediglich durch eine _ 
Mafstabsanderung auseinander hervor. Es wird weiterhin ein instationares Analogon zur Grenz- 
schichtabsaugung im stationdaren aber von der Koordinate x langs der Wand abhangigen Fall © 
untersucht. Das instationdre, aber von x unabhangige Problem ist namlich viel leichter einer 
Lésung zuganglich | als das stationare, aber von x abhingige Problem, so daB man erwarten 
kann, hieraus ein Naherungsverfahren fir die Behandlung des stationaren Falles zu gewinnen. 
Dieser Weg soll in einer weiteren Arbeit beschritten werden. SchlieBlich wird noch die Strémung 
an der Grenzflache zweier Flissigkeiten verschiedener Dichte und Zahigkeit untersucht, wobei 
angenommen wird, da die Stroémungsbewegung durch ein zeitlich veranderliches Druckfeld 
hervorgerufen ist. Es ergibt sich dabei, da®B das Verhaltnis der Grenzflachengeschwindigkeit 
zur’ Geschwindigkeit auBerhalb der Grenzschicht unabhangig von der Zeit ist. 


Tals at ae i ig fiir Strémungsforschung in Gottingen. i A 


(ecu am 28. Mai 1948.) ; ‘ 
Anschrift des Verfassers: Dr. Walter Wuest, (20 b) Géttingen (Hann.), Reneoh 6/8. 
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Entwicklung einer laminaren Grenzschicht hinter einer Absaugestelle. 


Von W. Wuest. 


1. Einfithrung. Die Grenzschichtabsaugung ist urspriinglich angewandt worden, um die 
Grenzschichtdicke und damit auch die Neigung zur Strémungsablésung zu verringern. Seitdem 
aber die Eigenschaften widerstandsarmer Kérper immer mehr verbessert worden sind, wurde 
die Aufmerksamkeit in erhéhtem Mae auf die Verringerung der Oberflachenreibung gelenkt. 
Man war nunmehr bestrebt, die Grenzschicht méglichst lange laminar zu halten, die Umschlag- 
stelle zur Turbulenz also méoglichst weit hinauszuschieben. Es wurde erkannt, da® die Grenz- 
schichtabsaugung in diesem Sinne giinstig wirkt, und damit gewann die Geschwindigkeitsver- 
teilung in einer laminaren Grenzschicht hinter einer Absaugestelle erhéhtes Interesse. Die Sta- 
bilitat eines laminaren Geschwindigkeitsprofiles wird namlich in sehr empfindlicher Weise vom 


Verlauf dieses Profiles beeinfluBt. 


In einer gréBeren Anzahl von theoretischen Arbeiten! wurde aus Griinden der mathematischen 
Einfachheit dér Fall der kontinuierlichen Absaugung behandelt, wobei eine Durchlassigkeit 
der Wandflache angenommen wird. In weiteren Arbeiten wurde die Stabilitat der laminaren 
Grenzschichtprofile bei kontinuierlichem Absaugen behandelt und eine wesentliche Erhéhung der 
Stabilitatsgrenze festgestellt. Es ist jedoch schwierig, solche durchlassigen Wande mit genigend 
glatter Oberflache und ausreichenden Festigkeitseigenschaften technisch zu verwirklichen. Aus 
baulichen Griinden ist es einfacher, einzelne Absauge- . : 
sehlitze anzuordnen. Hierbei tritt zu der eigentlichen 
Absaugewirkung noch die Senkenwirkung hinzu, die 
erstmals von L. Prandtl und O. Schrenk? eingehend 
erértert wurde, und die neuerdings von Pfenniger® in 
einer aufschluBreichen experimentellen Untersuchung 
behandelt worden ist. 


Im folgenden wird sowohl von der Senkenwirkung 
als auch iiberhaupt von einer Druckanderung langs der 
Wand abgesehen. Abb. 1 zeigt die praktische Verwirk- 
lichung eines solchen Falles. An einer ebenen Platte A 
mége sich bei konstantem Druck eine laminare 
Grenzschicht entwickeln (,,Blasius-Grenzschicht*‘). 
Von einer bestimmten Stelle x, an sei im Abstand yo Abb. 1. Grenzschichtabsaugung an der ebenen Platte 
parallel zur ersten Platte eine zweite Platte B ange- ohne Senkenwirkung. 
ordnet, so daB zwischen beiden Platten ein Absauge- 
schlitz entsteht. Die Absaugeleistung sei gerade so groB, daB lediglich der zwischen beiden Platten 
befindliche Teil der Grenzschicht entfernt wird. Oberhalb der Platte B beginnt also eine neue 
laminare Grenzschicht, die sich von der Blasius-Grenzschicht durch eine andere Anfangs- 
bedingung unterscheidet. Die neue Grenzschicht bildet namlich an ihrem Beginn den Aufenteil 
einer Blasius-Grenzschicht. : 


ik 


2. Grenzschichtgleichung und asymptotisches Verhalten. Durch Einfiihrung der Strom- 
funktion und des Gesamtdruckes kann’die Grenzschichtgleichung in bekannter Weise* um- 
geformt werden in 


aes 1 
j ee ay’ (1) 


1 W. Tollmien u. W. Mangler, Stationare laminare Grenzschichten in: Monogr. Fortschr. Luftfahrtforsch. 
Aerodyn. Vers.-Anst. Gottingen (AVA-Monogr.) B 1 (1946). Vgl. auch H. Schlichting, Ing.-Arch. 16 (1948) 
'S. 201. 

2 0. Schrenk, Z. angew. Math. Mech. 13 (1933) S. 180. 

3 W. Pfenniger, Untersuchungen iiber Reibungsverminderungen an Tragfliigeln, insbesondere mit Hilfe 
von Grenzschichtabsaugung. Mitt. Inst. Aerodyn. Tech. Hochschule Ziirich Nr. 13 (1946). 

4 L. Prandtl, Z. angew. Math. Mech. 18 (1938) S. 77. 
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wobei g=p + + u2 und a =u. Wir beschranken uns auf den Fall, daB die Stroémung auBer- — 


halb der Grenzschicht mit der Geschwindigkeit u,=konst. vor sich geht, also auf die ebene 


Platte, und setzen ferner 


Ci ; ui (1 q( x; ~)) +konst. - a a (2) 
bzw. ae 
UU; Va 4 (3) 
Dieser Ansatz ist so gewahlt worden, daB fiir groBe y-Werte q den Wert 1 annimmt. aoe (1) 
geht damit itiber in | 
UE SA ea ; 
| oe =vu,\/q ay?” a (4) 
Aus der Definition der Stromfunktion und aus (3) erhalt man ferner mit n=ylV vuyx 
du aed U, u,x dq || 
jy ele an” | ON 
d?u - 1 uy) fuy,x = 2G) i 
ay? 9 “s ( z ee (6) 


IGE ge) 
ee a y 1 Y 

3 “5 it Vq ba O 

Um das asymptotische Verhalten der Differentialgleichung (3) Zu untersuchen, setzen wir fur 


groBe Werte von wp nae 
e q=1—q; wobei, qu <Tl. (8) 


In erster Naherung erhalt man dann 
9 Iw 0” dw 
= eo cy Oe 


Diese Differentialgleichung ist aber mathematisch identisch mit der Differentialgleichung einer 
schon! behandelten instationéren, aber von x unabhangigen Strémung, wobei nun an Stelle © 
der Zeit t die vereinbarte Ortskoordinate x tritt. Sie entspricht auch der bekannten Warmelei- 


tungsgleichung. Die allgemeine Lésung ist daher gegeben durch 
Beas / pase 0 |e pty’ @ yoy a : 
Ge (rx) 2 | Ge (Y > %0) dy’ Geerereek (ates a 


+ faiee Pat ee 


Bs V4yu, (x— x). 


(10), 


Dabei ist 


PD Ge fe Ydy 


das bekannte Fehlerintegral. W. Tollmien® hat diese Lésung fir zwei Sonderfalle untersucht, 
in denen das erste Integral verschwindet. Bei der Absaugegrenzschicht wird dies aber nicht mehr _ 


“der Fall sein. 


3. Blasius-Grenzschicht. Obwohl wir vorausgesetzt haben, daB die Geschwindigkeit u, am 
Rand der Grenzschicht konstant ist, unterscheidet sich doch das hier zu behandelnde Problem — 
der Absaugegrenzschicht dadurch von der Strémung an einer einfachen ebenen Platte (., Blasius- 
Grenzschicht‘‘), da andere Anfangsbedingungen vorliegen. Die Blasius-Grenzschicht ist vielmehr 
als spezielle Losung unter den Absaugegrenzschichten enthalten, in dem dort x)=0 ist, also | 
Absaugestelle und Anfang der Platte A (Abb. 1) zusammenfallen. Da wir fiir die spitere Rech- 
nung von dieser speziellen Lésung Gebrauch machen, wollen wir zunachst die Blasius-Grenz- 
schicht betrachten. Sie ist dadurch ausgezeichnet, daB q lediglich als abhangig von einer GréBe 


1 W. Wuest, Ing.-Arch. 17 (1949) S. 193. : 
2 W. Tollmien, Uber das Verhalten einer Strémung langs einer Wand am au®eren Rand ihrer Relpuness i 
schicht. Betz-Festschrift AVA-Gottingen (1945) S. 218. is 


a PAT eS a, ee Pe 
At ” AEs 1 4 " 
i 2 & /' ‘ * 
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n=p/\ vu, x betrachtet werden kann. Man erhalt dann aus (4) folgende Differentialgleichung 
der Blasius-Grenzschicht : 


0 Vaz eqB 
Die Lésung 14Bt sich in folgender Form schreiben: 
: = 8 1/y n8 2o 73 3/5 j 
qB ba(1 + a, (7) t a (7) +4; (7) aA dishes | (12) 
Die Konstanten a; haben dabei folgende Werte: 
7 
Cis ao = 05162 On, Woo Oy 1202+ L225 
: 1 
Oa 5G? Ge 13, 8907 10-7, Gini, 2005. L088, 
Ly 
a, = 090-18) a, = —1,3986- 10-°, a, = —0,3104-10-14, 
@,(=1,60333* 1078, ay = 391353107445) G5 = —1,081.10-15. 


Eine Integrationskonstante ist wegen der Randbedingung an der Wand Null. Die zweite Inte- 
grationskonstante bestimmt man aus dem asymptotischen Verhalten fiir groBe Werte von 7. 
Wegen qu(y,0)=0 fallt das erste Integral in (10) weg. Das zweite Integral liefert aber durch 
partielle Integration unter Beachtung des asymptotischen Verhaltens des Fehlerintegrals ebenso 
wie bei dem schon! behandelten Fall die Lésung 


tox ~ 7G) (13) 


V4vu,x 


Die Konstanten f in (12) und y in (13) bestimmt man dadurch, da fiir groBe 7-Werte g und 
0q/07 nach (12) und (13) miteinander tbereinstimmen. Die Neuberechnung der beiden Kon- 
stanten ergab folgende Werte: 


Bp =0,6642, y = 0,828. ng'eg” 
Im Vergleich dazu gibt L. Prandtl? 
folgende von Blasius und _ Toepfer 


errechneten Werte an, die auf die obigen 
Bezeichnungen umgerechnet lauten: 


B =2- 0,332 = 0,664, 
y = 2 |x 0,231 = 0,819. 


F. Riegels und J. A. Zaat geben in einer 
neuen Arbeit? fiir y folgenden Wert an: 


y = 0,342 / 2 x = 0,857. 


In Zahlentafel 1 und Abb. 2 ist die 
Funktion gq mit erster und zweiter 0 05 70 5 
Ableitung tabuliert und aufgetragen 


4 Abb. 2. Die Funktion q (7) der Blasius-Grenzschicht 
worden . 2 4 mit erster und zweiter Ableitung. 


4. Asymptotisches Verhalten der Absaugegrenzschicht. Zur Berechnung des asymptotischen 
Verhaltens der Absaugegrenzschicht zerlegen wir die durch (8) erklarte Funktion q. in zwei 


Anteile: Pa aerial es 


Der erste Anteil soll so gewahlt werden, daB er die Anfangsbedingung an der Absaugestelle 
x=, erfillt, indem die asymptotische Lésung der Blasius-Grenzschicht auch fiir x > x, fort- 
gesetzt wird. Aus (13) erhalt man dann 


me E @ (vero )| 


Pas ace 


' 1 W. Wuest, a.a. O. 
2 DL. Prandtl, in F. W. Durand Aerodynamic Theory Bd. 3 (1935) S. 88. 
3 F. Riegels u. J. A. Zaat, Nachr. Akad. Wiss. Gottingen. Math.-Phys. KI. 1947, S. 42. 
4 Die Zahlentafel ist mit den Werten S=0,664 und y=0,819 errechnet worden. 


Zahlentafel 1. 


Blasius-Grenzschicht. 


n | q(77) q (7) q’'(n) Va) 

0 0 0,6640 0 0 

0,1 0,06606 0,6555 0,12751 "19:2570" | 

0,2 0,13106 | 0,6427 0,17750 0,3620 

0,3 0,1939 0,6206 0,2114 0.4404 

0,4 0,2546 0,5981 0,2369 0,5046 

0,5 0,3135 0,5734 0,2561 0,5599 
0,6 0,3695 0,5471 0,2700 0,6079 

0,7 0,4228 0,5195 02796 0,6502 

0,8 0.4681 0,4912 0,2856 0,684.2 
0,9 0,5211 0,4625 0,2883 0,7212 . 
1,0 0,5659 0,4337 0,2883 0,7523 

17 0,6081 0,4062 0,2857 0,7798 
1,2 0,6469 0,3766 02809 0,8043 

rie 0,6831 0,3487 0,2743 0,8265 

1,4 0,7167 0,3217 0,2660 0,8466 

1,5 0,7474 0,2955 0,2563 0.8645 

1,6 0,7758 0,2705 02457 0,8807 

ily 0,8017 02466 0,2340 0,8954 

1,8 0,8252 0,2238 0,2248 0,9084 

1,9 0,8465 0,2022 0,2088 0,9200 

2.0 0,8657 0,1820 0,1955: 0,9304 ) 

2,5 0,9352 0,1013 0,1303 0,9671 

3,0 0,9715 0,0509 0,0774 0,9857 

3,5 0.9881 0,0217 0,0381 0,9940 

4,0 0.9962 0,0085 0,0169 0,9981 

4,5 0,9988 0,0029 0,0066 0,9994. 

5,0 0,9997 0,0009 0,0022 0,9998 


Hierbei bildet y=0 die neue Wandstromlinie und yw, die Absaugemenge. Der zweite Anteil q 9 
mu dann so gewahlt werden, daB die Randbedingung qu= qu(0, x) erfiillt wird. Wenn die asymp- 
totische Beziehung q ~ 1—q im ganzen Bereich der Grenzschicht streng gelten wiirde, mite 
wegen q=0 an der Wand q.,(0, x) =1 sein. Die asymptotische Lésung weicht aber von der strengen ~ 
Lésung ab, wenn man sie bis an die Wand fortsetzt. Daher ist q,,(0, x) eine unbekannte Funktion, 
von der wir lediglich voraussetzen, daB sie nicht unendlich wird. Als Anfangsbedingung fiir den 
Anteil q,,. hat man ferner q,(p,%)=9, weil ja bereits qu ,(y,% 9) die Anfangsbedingung 


qe= [1-6 (2 es_)| 


V4yu, x» 


; 


erfillt, welche den Anschlu8 an die Blasius-Lésung gewahrleistet. Der Lésungsanteil q,,. muB 
ebenfalls der Differentialgleichung (9) folgen. In der Lésung (10) fallt aber wegen q,,9(y, x9) =0 


das erste Integral weg, wahrend im zweiten Integral zu setzen ist 


qu2(0,%) = Gu(0,%) — qui (0.x) = qu (0, x) y|1 o(__% )]. 


Varu, x 


so daB die asymptotische Lésung insgesamt lautet 


x i 


qo =|] @ (EM) +f |ae(0.x) y[1 o(,—)]| Of —¥ __) da’. 


Bs V4vu,(x— x9) 


Durch partielle Integration erhalt man unter Beachtung dés asymptotischen Verhaltens des 
Fehlerintegrals! 


amy [to GEE) + (mi0n0 —rft-9 (eI 0G). 


Vayu, x V4y u, (x—%) 


Wegen des Anschlusses an die Blasius-Lésung ist jedoch, wenn man die asymptotische Lésung 
bis an die Wand fortsetzt, qw(0, x9) =y, so daB man schlieBlich als asymptotische Lésung fiir die 
Absaugegrenzschicht erhalt 


a~ yl o (7) ty? (7) E ° Gases). C 


1 W. Wuest, a.a. O. 
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Statt der Fehlerintegrale ® kann man fiir groBe Werte von y wieder auf die Blasius-Losung 
zurtickgehen, wenn man deren asymptotisches Verhalten nach (8) und (13) beriicksichtigt : 


a~ ap (je) oe) eggs ea ae) 


Vv wu, (x— x9) 


In dieser Formel stellt qz die Blasius-Lésung dar. Die letzte Form der Lésung erweist sich fiir 
die weiteren Betrachtungen als besonders zweckmabig. 


5. Naherungslésung fiir die Absaugegrenzschicht. Es ist naheliegend, die fiir groBe Werte 
von y giltige asymptotische Lésung in folgender Weise zu verallgemeinern: 


q= gn (=e=*_) F(y.x) [1 (es) (16) 


Vou, x 


Wegen q=0 fir y=0 und wegen (15) muB die Funktion F(y, x) folgende Bedingungen erfillen: 


F(0,x) = qp (. a ’ F(«,x) = D( we 2 (17) 


Vy Uu, x V Ay uy Xo 


Es wurde zunachst erhofft, da man entsprechend wie im instationéren Analogon! fir F als 
einfachsten Ansatz eine Exponentialfunktion wahlen kénnte, wobei als weitere Bedingung neben 
(17) noch das Verschwinden der zweiten Ableitung von q an der Wand hinzutritt. Es hat sich 
jedoch gezeigt, daB ein solcher Ansatz nicht zum Erfolg fihrt und in einem gewissen Bereich 
sogar tiberhaupt keine reelle Lésung liefert. 


Fur die weitere Rechnung fihren wir folgende vereinfachte Schreibweise ein: 


Yr¥o y , Yo Om, 
ose at f PO SS > ox ’ = FER ? 18 
Vou,x 4 Vv uw, (x—x9) t Vou, x ‘gic: / xt a) 
so daB die Lésung (16) lautet ) 
q=4n(n) — FL — ga(n')] - (19) 


-Einem Vorschlag von A. Betz entsprechend setzen wir als erste Naherung q, die Funktion F 
gleich dem nur von x abhangigen Wert 


Fo(x) = F(0.x) = 45 (j=) = a(n) (20) 


1* 


an der Wand. Damit lautet die erste Naherung 
a =42(n) — Fol —4qa(7)] - (21) 


Dieser Ansatz erfillt die Grenzschichtgleichung (3) nicht exakt. Insbesondere verschwindet die 
zweite Ableitung von q, an der Wand nicht. Die Stabilitat des Geschwindigkeitsprofiles hangt 
aber in empfindlicher Weise von der zweiten Ableitung ab, so da man noch eine genauere 
Lésung suchen mu. Durch Einsetzen der Naherungslésung (21) in die Grenzschichtgleichung (3) 
erhalt man 

LH d° ey 


asa) 22 — Pe (F —anty)]| = 202d Van + OS 


x 


Hieraus ergibt sich 02e,/0 7? als der Fehler dieser ersten Naherung. Durch Subtraktion der 
exakten Lésung, in der F'statt F, und q statt q, steht und daftir ¢, verschwindet, erhalt man dann 


0? ; de Ve 
On \(F-F,) [1 —qp(h 1] = aq ay? ; (22) 
wobei ; 
0? aa i. or 
ae = &) = 2(% —%9) re [Va a Vq | 


47 


eine unbekannte Funktion ist. Die GréBe ¢,’ verschwindet fiir 7’=0 und 7’= oo. Durch Inte- 
gration von (22) erhalt man 


(E— FF) [1 i qn (n’)| = & + &- (23) 


1 W. Wuest, a. a. O. 
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Hierbei ist ¢, durch zweimalige Quadratur graphisch oder numerisch zu bestimmen: 


n’ ne 
07 € 7 


Das eryanptousele Verhalten von ¢, kann man dadurch bestimmen, ono man in der BES 


Definition von ¢,/ fir Va und Va die sey oes an Werte Va en pe Jw, und Va~ 1s Ge 


setzt. Dadurch erhalt man 


yy t) ? 
Ey ~ (%— Xo) 5 (qo — Gur) - 


Unter Benutzung von (9), (19), (21) und at Integration nach 7’ =y/|/vu Uy (x—%p) 
folgt daraus 


f~ 7 (Fo~ Fy (1-@(4)]. (25) 


Hierbei bezeichnet ® wie friher das Fehlerintegral. Allgemein denken wir uns ¢, in folgender 


Weise dargestellt: 
& = 2, a. (H [1-0 (x a)). (26) 


n=1 


Naherungsweise beschranken wir uns auf die ersten beiden Glieder, wobei a, = y(F',,—F,) und 
a, dadurch bestimmt ist, daB qg an der Wand verschwinden muB. Wir bestimmen demnach die 
Funktion F naiherungsweise zu 


F=Fy+ 52am [alts *) +7 FoF) [1-0 (4)|+aL1-e ml}. 7) 


dy = — & (0, x) —y (F,, —F)- . (28) 


T Samia 


F (qo) 
0 005 G10 


‘ 


Abb. 3. Hilfsfunktion F (7’, x) zur Berechnung der Absauge- Abb. 4. Fehler der ersten und zweiten Naherung fiir x/xg = 1,562. 
grenzschicht’ fiir aol V Yuyxq = 0,125. 


Rechenbeispiel. Als Rechenbeispiel wurde Pol |/ vu, xy=0,125 gewahlt und F fir die 
Werte x/x9=1,234,. 1,562, 4,34 und 9,78 berechnet und in Abb. 3 aufgetragen. Fir x/x)=1,562 
wurde durch Einsetzen der Naherungslésung in die Grenzschichtgleichung der Fehler bestimmt 
und mit der ersten Naherung nach (21) ver glichen. Es ergibt sich gegeniiber der ersten Naherung 
eine wesentliche Verbesserung besonders im wandnahen Bereich (Abb. 4). In Abb. 5 sind die 


Ergebnisse auf das Geschwindigkeitsprofil umgerechnet und in Abb. 6 die zweite Ableitung dar- 
gestellt. 


Als Erganzung soll noch der Zusammenhang zwischen dem Absaugegrad und der Absauge- 


menge von der GréBe 4) = Pol V vuy x) nachgetragen werden. Unter Absaugegrad @ ist dabei 


o% 
0 = 1a (29) 
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Abb. 5. Geschwindigkeitsprofile der Absaugegrenzschicht Abb. 6. Zweite Ableitung der Geschwindigkeitsprofile der Absauge- 
fiir pol Vv uy x9 = 0,125 und verschiedenen Abstand von grenzschicht fiir wol Vv uy xq = 0,125. 
der Absaugestelle. 


verstanden, wobei 6; die Verdrangungsdicke unmittelbar vor der Absaugestelle und 6; un- 
mittelbar hinter der Absaugestelle ist. Damit ist @ gegeben durch 


(j= -l)ev 


pesmi (30) 
oe 1 
Graces 


Die sich daraus ergebenden Werte sind in Zahlentafel 2 tabuliert und in Abb. 7 aufgetragen. 


Absaugegrad 8 


= 
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Abb.7. Absaugegrad (Verhiltnis der in Abb. 1 kreuzschraffierten zur gesamten schraffierten Flache). 


Zahlentafel 2. Absaugegrad. 


Pele et 0a a 0d ib oa 04 20 
Olu es9e elo 0520 |) oot |. 0,762. | 0824 |" 0,870 | 0,974 


i 


Die Absaugemenge wy, ist ferner durch folgende Beziehung gegeben: 


Yo = V YUyXq Ny - (31) 


6. Zusammenfassung. Die Entwicklung einer gininaeee Crousschiahe hinter. cee 
saugestelle wird untersucht, wenn durch die Absaugung lediglich der wandnahe Teil der Grenz- 
schicht ,,weggeschnitten‘‘ wird, ohne daB der Schlitz eine Senkenwirkung ausitbt. Als Grund- 

_lage der Rechnung wird die Grenzschichtgleichung in der von Prandtl- Mises angegebenen Form 
benutzt, die der Warmeleitungsgleichung bzw. der Differentialgleichung der instationaren, aber 
von der Koordinate x langs der Wand unabhangigen Strémung nahesteht. Unter Beriicksichti- | 
gung des asymptotischen Verhaltens der Lésung wird eine Naherungslésung entwickelt, die in 


ihrem Aufbau ahnlich wie die Lésung des instationaren Analogons: ist, das bereits i in einer friheren 
Arbeit! behandelt worden ist. 


\ } b 


Max-Planck-Institut fiir Strémungsforschung in Gottingen. 


\ (Ginaeganzen am 28. Mai 1948.) , . Sie = 


- 


Anschrift des Verfassers: Dr. Walter Wuest, (20b) Gottingen (Hann.), BottingerstraBe 6/8. 
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Kin Gerat zur Messung der Wandschubspannung 
turbulenter Reibungsschichten. 


Von H. Ludwieg. 


1. Einleitung. In der aerodynamischen Meftechnik liegt haufig die Aufgabe vor, die Wand- 
schubspannung einer turbulenten Reibungsschicht zu bestimmen, da sie fiir den gesamten 
Strémungsvorgang von entscheidender Bedeutung ist. Ihre Messung macht jedoch groBbe Schwie- 
rigkeiten. Die direkte Messung mittels einer Waage, wie sie von Schultz-Grunow! ausgefihrt 
wurde, ist wegen des betrachtlichen apparativen Aufwandes nur in Sonderfallen durchfihrbar. 
Insbesondere ist sie auf Strémungen mit annaihernd konstantem Druck im Bereich der Mefb- 
platte beschrankt, da sonst unkontrollierbare Spaltstromungen auftreten, die erhebliche MeB- 
febler hervorrufen. Ein anderes bisher verwandtes Verfahren zu ihrer Bestimmung beruht darauf, 
da man mit einem feinen Pitotrohr die gesamte Grenzschicht ausmiBt und mittels des Impuls- 
satzes dann die Wandschubspannung berechnet. Dieses Verfahren erfordert jedoch einen sehr 
hohen Arbeitsaufwand, da man in einem groBen Gebiet die Strémungsgeschwindigkeit sowohl 
nach GréBe wie nach Richtung bestimmen muB. AuBerdem sind die Reibungsschichten in vielen 
Fallen so diinn, da die experimentelle Bestimmung der Geschwindigkeitsverteilung in der Rei-. 
bungsschicht tiberhaupt nicht durchfihrbar ist. Die MeBgenauigkeit dieses Verfahrens ist bei 
komplizierten Strémungsvorgangen sehr schlecht, da der MeBwert (die Wandschubspannung) 
durch Differentiation schwach veranderlicher GréBen (Impulsverlust der Reibungsschicht) be- 
stimmt werden mu, was bekanntlich zu ungenauen Ergebnissen fiihrt, selbst wenn die zu © 
differentierenden GréBen relativ genau gemessen sind. Wegen dieser Schwierigkeiten konnte 
dieses Verfahren bisher auch nur bei relativ einfachen Strémungsvorgingen mit Erfolg ver- 
wandt werden. ; 

Ein anderes Verfahren zur Messung der Wandschubspannung turbulenter Reibungsschichten 
wurde von A. Fage und V. M. Falkner? angegeben. Hierbei befindet sich an der Stelle der Wand, 
an der die Schubspannung gemessen werden soll, eine Druckanbohrung. Im kurzen Abstand 
(* 1/4) mm) tuber dieser Bohrung befindet sich eine scharfkantige Schneide. Zwischen Schneide 
und Wand wird dann der wandnahe Teil der Reibungsschicht (die laminare Unterschicht) auf- 
gestaut. Die Druckerhéhung unter der Schneide gegentiber dem ungestérten statischen Druck 
liefert dann ein MaB fiir die Wandschubspannung, da die Geschwindigkeitsverteilung in Wand- 
nahe der Schubspannung eindeutig zugeordnet ist. Dieses Verfahren konnte sich jedoch wegen — 
der schwierigen Handhabung und der sehr empfindlichen MeBsonde nur wenig durchsetzen. 

Bei dem hier geschilderten Verfahren wird nun die Schubspannungsmessung auf eine Warme- 
ubergangsmessung zuriickgefiihrt. Wie der Verfasser nachtraglich erfuhr, hat H. Reichardt bereits 
1945 Betrachtungen uber die Ermittlung der Wandschubspannung aus der ortlichen Warme- 
abgabe angestellt (noch unveréffentlicht). 


2. Physikalische Grundlagen der Schubspannungsmessung. Sowohl fiir die turbulenten Rei- 
bungsschichten an einer glatten ebenen Platte ohne Druckgradienten in Strémungsrichtung 
sowie fiir die turbulenten Reibungsschichten in glatten Rohren oder Kanalen mit konstantem 
- Querschnitt kann man den wandnahen Teil des Geschwindigkeitsprofiles bekanntlich® einheit- 
lich in der folgenden Form darstellen: 


7 ei raawed Rede 
, =fi : 


u* 


) =f"). (1) 


wobei f in allen Fallen stets dieselbe Funktion ist; wu ist die Stromungsgeschwindigkeit, y der 
Wandabstand, vy die kinematische Zahigkeit und u* die sogenannte Schubs pannungsgeschwindig- 


keit, die durch die Gleichung u* = \twlo definiert ist. Dabeiist ty die auf die Wand tibertragene 
Schubspannung und 9 die Dichte. Fir yu*/y ist zur Abkiirzung y* geschrieben. Diese Beziehung, 
die sich auf Grund von Dimensionsbetrachtungen ableiten laBt, wird durch Messungen bestens 


-1 F, Schultz-Grunow, Z. Luftfahrtforschung 17 (1940) S. 239. 
2 A, Fage and V. M. Falkner, Proc. Roy. Soc. London (A) 129 (1930) 5. 378. 
3 L. Prandtl, Fiihrer durch die Stromunglehre, S. 112 ff. Braunschweig 1942. : 
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bestatigt!. Fur y*-Werte, die gréBer als 50 sind, wird die Schubspannung praktisch vollkommen 
durch den turbulenten Austausch tbertragen, wahrend die innere Reibung keinen nennens- 
werten Beitrag mehr zur Schubspannungstibertragung liefert. Hier nimmt (1) dann die folgende 
Form an: 


—; =alogy* +b, (2) 


die als sogenanntes logarithmisches Geschwindigkeitsgesetz bekannt ist. Dabei sind a und 6 
universelle Konstanten. 

In unmittelbarer Wandnahe, d.h. fiir sehr kleine y*-Werte, wird der turbulente Austausch 
durch die Anwesenheit der Wand unterbunden. Die Schubspannung wird dann allein durch 
die innere Reibung des strémenden Mediums tibertragen. Aus der Definitionsgleichung fir die 
innere Reibung t= 0u/0y (r=Schubspannung, “4 =Zahigkeit) und der Randbedingung u=0 
fir y=0 ergibt sich dann, da (1) fiir diese kleinen y*-Werte die folgende Form annimmt: 

u Valls Saeeieee 

Bat yea ee (3) 
Diese rein laminare, wandnahe Schicht wird als laminare Unterschicht der turbulenten Rei- 
bungsschicht bezeichnet. " 

Zwischen diesen beiden Teilen der Grenzschicht befindet sich noch ein Ubergangsgebiet, in 
dem die Schubspannung teils durch turbulenten Austausch und teils durch innere Reibung 
ubertragen wird. 

Um nun die Dicke der laminaren Unterschicht und den Verlauf der Funktion (1) im Bereich 
der Ubergangsschicht festzustellen, wurden von H. Reichardt? Grenzschichtprofilmessungen vor- 
‘genommen, die bis in die laminare Unterschicht hineinreichen. Da diese Unterschicht im all- 
gemeinen nur sehr diinn ist, muBten diese Messungen bei sehr kleinen u*-Werten, das bedeutet 
bei kleinen Strémungsgeschwindigkeiten, durchgefihrt werden, da nur dann die Unterschicht 
eine solche Dicke annimmt, daB sie mit feinen Hitzdrahten und Pitotrohren vermessen werden 
konnte. Die Messungen zeigten, da} das laminare Gesetz (3) nur bis zu y*-Werten von etwa 
1,5 bis 2 streng gilt. Bei y*=5 weicht die Geschwindigkeit ungefahr 10% und bei y* =10 un- 
gefahr 25 % vom Gesetz (3) ab. 

Alle bisherigen Messungen und theoretischen Untersuchungen,: die zeigen, dai sich die Ge- 
schwindigkeitsverteilung in Wandnahe in der Form (1) darstellen laBt, beziehen sich auf die 
beiden Sonderfalle: ausgebildete turbulente Strémung in einem Kanal oder Rohr und Stré- 
mung langs einer Wand bei konstanter Geschwindigkeit auBerhalb der Reibungsschicht (kon- 
stanter Druck in Strémungsrichtung). Fir unsere Schubspannungsmessungen interessiert uns 
jetzt aber gerade der Geschwindigkeitsverlauf in unmittelbarer Wandnahe in allgemeinen 
Fallen, d.h. bei Strémungen mit erheblichem Druckanstieg-bzw. Druckabfall in Strémungs- 
richtung. Wir kénnen jedoch auch hier annehmen, dai naherungsweise fiir sehr wandnahe 
Punkte (1) gilt. Fir die laminare Unterschicht ist dies einfach zu zeigen. Die Schubspannung Tt 
in einem kleinen Wandabstand ist jetzt zwar von der Wandschubspannung tw etwas verschieden, 
da fir wandnahe Punkte aus der allgemeinen Prandtlschen Grenzschichtgleichung 01/dy 
=dp/dx folgt. Aber bei den normalerweise vorkommenden Druckanstiegen bzw. Gefallen und 
der sehr geringen Dicke dieser Unterschicht ist dieser Schubspannungsabfall bzw. Anstieg inner- 
halb der laminaren Unterschicht so gering, da hier immer noch in guter Naherung t=tw=konst. 
_und damit auch (3) bzw. (1) gilt. Es ist aber auch zu erwarten, daB das Ubergangsgebiet vom 
rein laminaren zum turbulenten Teil noch in guter Naherung durch (1) wiedergegeben wird: 
denn auch diese Schicht ist noch so diinn, daB die Schubspannungsanderung durch den Druck- 
gradienten nur geringfigig ist. Auch der in gréBeren Wandabstanden weit von dem Gesetz (1) 
abweichende Strémungszustand la8t kaum einen Einflu8 in Wandnahe erwarten; denn auch 
das Geschwindigkeitsprofil bei der Plattenstrémung ohne Druckanstieg und das Geschwindigkeits- 
profil bei einer Kanal- oder Rohrstrémung sind in groBen Wandabstanden sehr verschiéden und 
werden trotzdem in Wandnahe sehr gut durch (1) wiedergegeben. Fiir den anschlieBenden wand- 
nahen Teil des rein turbulenten Gebietes trifft das eben Gesagte ebenfalls noch naherungsweise zu. 

Diese Uberlegungen zeigen also, daB auch bei Reibungsschichten mit Druckgradienten in 
Strémungsrichtung in Wandnahe das gleiche allgemeine Geschwindigkeitsgesetz (1) wie bei 
konstantem Druck gilt. Dabei ist jedoch zu erwarten, daB die Abweichungen von diesem Gesetz 
in um so kleinerem Wandabstand beginnen, je gréBer der Druckgradient ist. 


1 L. Prandtl, a. a. O. 
* H, Reichardt, Z. angew. Math. Mech, 20 (1940) S. 297. 
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Eine gewisse experimentelle Bestatigung dafir, daB bei allen praktisch vorkommenden 
Fallen bis in den rein turbulenten Bereich hinein das Gesetz (1) gilt, ergibt sich aus den Mes- 
sungen von Wieghardt' an Reibungsschichten mit verschiedenen Druckgradienten. Es zeigt sich 
namlich hierbei, da® bei samtlichen Geschwindigkeitsprofilen die Geschwindigkeit u in Wand- 


_nahe ungefahr proportional y!/77 ist. Das allgemeine Gesetz (1), das bei konstantem Druck 


gilt, 148t sich nun bekanntlich durch eine Potenzformel 


Euan 


v 


annahern *, wobei n und C Konstanten sind, die noch etwas von dem y*-Bereich abhangen, 
in dem unser allgemeines Gesetz (1) méglichst gut angenahert werden soll. In dem fiir die Wieg- 
hardischen Messungen in Frage kommenden Bereich ist n eine Zahl in der Gegend von 7 bis 8. 


é 


Abb. 1. Schematische Darstellung des MefSverfahrens. Die laminare Unterschicht (geradlinige Stromlinien) 
und die Warmegrenzschicht (Kreuzschraffur) sind der Deutlichkeit halber gegeniiber dem turbulenten Teil 
der Reibungsschicht (wellige Stromlinien) erheblich zu dick gezeichnet. 


-Man kann daher annehmen, da das Gesetz (1) in diesem wandnahen Gebiet auch bei Druckanstieg 
oder Druckabfall giiltig ist. Doch ist dieser SchluB nicht zwingend, da bei den Wieghardtschen 
Messungen u* nicht bekannt ist, und man daher in (4) nur die Potenz von y, aber nicht den 
Zahlenfaktor C prifen kann. Aber es sei hier auf eine demnachst erscheinende Arbeit von H. Lud- 
iwieg und W. Tillmann verwiesen, in der gezeigt wird, da bei den praktisch vorkommenden 
Druckgradienten das allgemeine Geschwindigkeitsgesetz (4) bzw. (1) den Geschwindigkeitsver- 
lauf sogar bis zu relativ groBen Wandabstanden recht gut wiedergibt. 

Bei Giltigkeit des allgemeinen Geschwindigkeitsgesetzes ist nun aber im Prinzip eine Schub- 
spannungsmessung einfach auszufiihren. Man braucht nur in irgendeinem Abstand y die Geschwin- 
digkeit u zu messen und beide Werte in die nach u* aufgeléste Gleichung (1) einzusetzen. Daraus © 
erhalt man dann u* und damit auch die Wandschubspannung ty. Die Schwierigkeit besteht 
jetzt nur darin, da man die Geschwindigkeitsmessung in sehr geringem Wandabstand (am 
besten innerhalb der laminaren Unterschicht) durchfiithren mu, da man nur dann sicher ist, 
da® hier das allgemeine Geschwindigkeitsgesetz noch mit der nétigen Strenge giiltig ist. Ver- 
gegenwartigt man sich nun die Tatsache, da die laminare Unterschicht im allgemeinen bei 
Luftstrémungen mit den tblichen Geschwindigkeiten nur einige Hundertstel- bis Zehntelmilli- 
meter stark ist, so sieht man, daB eine solche Geschwindigkeitsmessung mit den tblichen me- 
chanischen Hilfsmitteln (Pitotrohr, Hitzdraht) gar nicht durchfiihrbar ist. Es wurde daher ver- 


1 K. Wieghardt, Z. angew. Math. Mech. 25/27 (1947) S. 146. 
2 L. Prandtl, a.a.O. 
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sucht, den Geschwindigkeitsverlauf in unmittelbarer Wandnahe mittels einer Warmetibergangs- 
messung zu.erfassen. An Hand der schematischen Skizze Abb. | sei das Verfahren erlautert. 
Langs der festen Wand C stroéme eine Fliissigkeit oder ein Gas mit einer turbulenten Reibungs- 
schicht, deren Geschwindigkeitsprofil auf der linken Seite der Abb. 1 gezeigt ist. In Wandnahe 
haben wir dann die laminare Unterschicht (in Abb. 1 durch gerade Stromlinien angedeutet), 
wihrend im auferen Teil die Stromung turbulent ist (durch wellige Stromlinien angedeutet). 
In die feste Wand C, die wir uns zunachst als warmeundurchlassig vorstellen wollen, ist nun der 
kleine, gut warmeleitende Metallklotz A eingelassen. Durch eine kleine elektrische Heizung 
wird der Metallklotz A auf eine héhere Temperatur als die Flissigkeit gebracht, die dieselbe 
Temperatur wie die Wand C haben soll. Von der Vorderkante des Metallklotzes A beginnend 
hildet sich dann innerhalb der Stroémungsgrenzschicht eine Warmegrenzschicht (Schicht mit 
erhéhter Temperatur) aus, die in Abb. 1 durch Kreuzschraffur angedeutet ist. Dadurch daB 
man die Lange des Klotzes A klein genug macht, kann man nun erreichen, daB die Dicke der 
Warmegrenzschicht klein bleibt. Die an die Flissigkeit abgegebene Warmemenge ist dann auBer 
durch die Temperatur des Klotzes A und die bekannten Stoffkonstanten des strémenden Mediums 
nur durch den Geschwindigkeitsverlauf in unmittelbarer Wandnahe festgelegt. Dieser Geschwin- 


digkeitsverlauf hangt aber nach (1) auBer von den Stoffkonstanten nur von der Schubspannungs- ~ 


geschwindigkeit u* bzw. der Wandschubspannung tw ab, so da wir bei gegebenen Stoffkonstanten 
und gegebener Temperatur des Klotzes A eine eindeutige Zuordnung von Schubspannung und 
Warmeabgabe des Klotzes haben. Die Feststellung dieses Zusammenhanges von Schubspannung 
und Warmeabgabe kann dann durch eine Eichmessung bei bekannten Schubspannungen er- 
mittelt werden. Im nachsten Abschnitt soll nun an Hand der Differentialgleichung des Warme- 
tiberganges der Zusammenhang von Schubspannung und Warmetibergang untersucht werden. 


3. Theoretische Betrachtungen iiber den Zusammenhang von Schubspannung und Warme- 
abgabe. Hier wollen wir zunachst an Hand der Differentialgleichung und der Randbedingungen 
untersuchen, wie der Zusammenhang zwischen Schubspannung und Warmeabgabe unseres 
Elementes sich méglichst allgemein giltig in dimensionsloser Form schreiben laBt. 

Die feste Wand in Abb. 1, die wir als absolut wirmeundurchlassig betrachten wollen, falle 
mit der x-Achse zusammen. Von x=0 bis x=I erstrecke sich der geheizte Klotz A, der eine 
konstante Temperatur Ty habe. Die Flissigkeit, soweit sie nicht durch das Element beeinfluBt 
ist, soll die Temperatur ee haben. Die Koordinate senkrecht zur Wand sei mit y bezeichnet. 

Wir wollen nur der Einfachheit halber die Annahme machen, da das Stromungsfeld durch 
das Temperaturfeld tiberhaupt nicht beeinfluBt werde. Im Prinzip laBt sich dies mit beliebiger 
Genauigkeit stets dadurch erreichen, daB man (Tw—T,,) klein genug wahlt. 


Die Differentialgleichung fiir die Warmeibertragung lautet dann 
0¢p(w grad T) —div (Ag grad T) =0. (5) 


Darin ist w der Vektor der Strémungsgeschwindigkeit mit den Komponenten u und v, und ¢p 
die spezifische Warme bei konstantem Druck. Fir die Warmeleitung ist hier ein Effektivwert 
Aeg eingesetzt, da ja durch den turbulenten Austausch auf erhalb der laminaren Unterschicht 
eine scheinbare Erhéhung der Warmeleitung eintritt; ef ist also von y abhangig. Fir w kénnen- 
wir in unmittelbarer Wandnahe, in der sich ja das ganze Warmetbertragungsproblem abspielt, 
unser allgemeines Gesetz (1) einsetzen. Es gilt also 


u=u*f(y*), v=0. (6) 


Die Geschwindigkeitskomponente v senkrecht zur Wand kénnen wir hier in unmittelbarer Wand- 
nahe gleich Null setzen, da sich tw bzw. u* und damit auch das Geschwindigkeitsprofil nur sehr 
langsam andert. Fir den ‘effektiven Warmeleitungskoeffizienten J.g folgt nun aus Dimensions- 
betrachtungen, daf} er sich in der folgenden Form darstellen lassen muB: 


heg = 4 g(y*, Pr), (7) 


wobei A der normale Warmeleitungskoeffizient, Pr=cp/A=v/a die Prandtlsche Zahl, und g 
eine nicht naher bekannte Funktion ist. Setzen wir (6) und (7) in (5) ein und fithren ferner statt 
x und y die Variabeln 


pnt, ga thay yr 5 


pi aad of ee 


a 


ein, so erhalten wir . art 
Ot (ee Pr ‘ < 
(Aes ee ry: ee: race r ae Le = ae ) . 
mit den Randbedingungen - 
n=0, ‘Nise ea T= Ty} 
Vee a we be 0) IS ES 4 wo: no (10) 
: ED T= Ty. 


wobei zur Abkiirzung lu*//va = =I gesetzt ist. Aus der Homogenitat dieser Differentialgleichung 
in T, der Form der Koeffizienten ‘ud der Form der Randbedingungen folgt, daB das Tempe- 
raturfeld sich in der folgenden Form darstellen laBt: 


T= Ty +(Tw— To) h(§ 9, Pr). (11) 


Da nun direkt an der Wand die Warme nur durch Warmeleitung abgegeben wird, folgt hieraus 
die in der Zeiteinheit bc eee 


. 2) aT - ay 
Q=bA x=biA d&=bA(Tw—T,,) k (1, Pr), 12 
| i (S— [ (Fa lyno 2 = PAT —Tey) f(s Pr) (12) 
Ee chei b die Breite des Elementes und k eine nicht naher bekannte Funktion ist. Fithren wir 
noch die mittlere Warmeiibergangszahl 
= Q ie 
Xx itpeor 5 (13) tir@ 3 


und die zugehérige dimensionslose para er eaneaul: die sogenannte Nusseltsche Zahl 
Nu= al/A ein, so gilt 
| Nu =k (I, Pr). . (14) | 
Wir sehen also, da8 unter Voraussetzung einer konstanten Prandtlschen Zahl, ein eindeutiger 
Zusammenhang zwischen der GréBe 

ane hare. Pty Te 

fg aes ( wa ) 
und der Nusseltschen Zahl besteht. Durch Messung von Q und (Tw—T,,) kann man ‘Nu be- 


stimmen und daraus | bzw. u* baw. ty berechnen, wenn die Funktion k bekannt ist. Im Prinzip 


‘kénnten wir nun unsere Funktion k, d.h. den Zusammenhang von Nu, l und Pr durch Integra- 
tion unserer Differentialgleichung (9) bestimmen, wobei wir nur irgendwelche Annahmen machen 
miuBten, die den Verlauf der Funktion g(y*, Pr) festlegen. Wegen der Unsicherheit dieser An- 
nahmen und aus dem Grunde, daB wir beim Bau eines MeBelementes doch die der Rechnung 
zugrunde gelegten Idealisierungen nicht einhalten kénnen, lohnt diese komplizierte Rechnung 


nicht. Wir ermitteln daher den Zusammenhang von Nu und I besser durch eine Eichmessung. 
Diese Eichmessung braucht an sich nicht mit dem gleichen stromenden Medium ausgefihrt zu 
werden, fir das man spiter das MeSelement verwenden will; doch miissen beide Medien die 
gleiche Prandtl-Zahl haben. 


Wahlt man die Lange I bzw. lso klein, daB die Warmegrenzschicht ganz innerhalb der la- 


minaren Unterschicht bleibt, so vereinfachen sich die theoretischen Zusammenhange erheblich. | age 
In (9) kénnen wir dann nach (3) ‘ Ve 
1 1 ae 
a ae ee : he 
| Ire) VPr a 
setzen. Da hier ferner der turbulente Austausch fehlt, ist or 
(a | 
Pr 
uaa Pa Ey, 15 
g (<2 Fak , Pr) = 1 yn (15) ; 


Damit folgt aus (9) 


H+ HR) -0 


NY ay 
oe ‘ 
.d » 
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mit den zugehérigen Randbedingungen 


n=0, OSES: T=Ty, 
n=0,.- 08650, IStSpa:, 20, (17) 
= 0: T=T,- ; 


Es bleibt also I (dimensionslose Elementtiefe) der einzige Parameter der Lésung im (&,7)- System. 
Fur nicht zu kleine Werte von | wird die Dicke der Warmegrenzschicht klein gegeniiber ihrer 
Lange. Der gesamte vordere Teil der Warmegrenzschicht bis zu &-Werten, die annahernd gleich 


< i 
>= _ 


he pe 
ANE 


] sind, ist dann ginzlich unabhangig von I. Daher kénnen wir in guter Naherung einfach die 


Differentialgleichung (16) fiir die Randbedingungen 
T = Tyr fiir Onsen URC En 1 gs 
4 =0 fir —oSéS0 und n= 0 


lésen und haben dann im Bereich 0&1 gleichzeitig die richtige Lésung fiir die richtigen Rand- 


bedingungen. 


In der Differentialgleichung kénnen wir fiir hinreichend groBe €-Werte die tibliche Vernach- — 


lassigung der Grenzschichttheorie 0? T/d? < 0? T/d7? machen und kommen auf die Differential- 


eleichung 
= rt avs el 
Diese partielle Differentialgleichung wurde bereits von Lévéque’ durch die Substitution 
a 7] 5 
Nae (9 £)"/s . : (19) 
in die gewohnliche Differentialgleichung 
dT eT ‘ 
(20) 


adil ae 
| ; silk eta? oud ano 
mit den Randbedingungen 
Di) wy otra 0, 
T=T,,, fir n= 
ubergefiihrt und gelést. Es ergibt sich dabei das folgende Temperaturfeld: 
T= Tw—(Tw- T,) FF) (21) 


mit 


e-7" dn / } 


(22) 
e- dy 


Die Temperatur hangt also nur von dem ‘Parameter 7 ab; das bedeutet: wir haben in Schnitten 
&€=konst. ahnliche Temperaturprofile, deren Dicke mit €'/3 zunimmt. Berechnet man nun hieraus 


die abgegebene Warmemenge Q, daraus die Nusseltsche Zahl Nu als Funktion von I, so ergibt sich 


st al TRE 9 ( 
Nu =" = oe) ont: (23) 
6 f oF az 
0 
oder, indem wir fir / wieder die urspriinglichen GréBen einfithren 
oe Be A 2 \th 1 
Nu = =" = 0,807 (7 2)" ay | (24) 


Die Nusseltsche Zahl Nu und die Warmetbergangszahl « sind in diesem Falle also der dritten 


Wurzel aus der Wandschubspannung proportional?. Die Abhangigkeit der Nusseltschen Zahl Nu _ 


von der Prandtlschen Zahl Pr fallt unter der Voraussetzung, da die Warmegrenzschicht inner- 
halb der laminaren Unterschicht bleibt, ganz heraus. 


1 M. A, Lévéque, Ann. mines 13 (1928) S. 283. 


* Unabhangig hiervon ist diese Beziehung bereits von H. Reichardt abgeleitet worden. (Noch unver- 
éffentlicht.) 
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In Abb. 2 ist das Temperaturprofil (Tw--T)/(Tw—T.,) =F () nach (22) ther 7 aufgetragen. 
Definiert man als Dicke der Warmegrenzschicht den Wandabstand, in dem sich die Tangente 


an das Temperaturprofil im Punkt 7=0 und die Asymptote an das Temperaturprofil schneiden 


- Re; die aus der Elementtiefe I, 
der Reibungsschicht U und 


_gebildete Reynoldssche Zahl 


0,002 bis 0,003), ist (cf/2)" gas 


— Dac; sich im allgemeinen nur — 959 
_wenig andert (es liegt nor- 


(Abb. 2), so ergibt sich als Dicke der Warmegrenzschicht 
xs aux\1Ys 
bw = 1,86 (=£*)®. (25) 
Die Dicke der laminaren Unterschicht ist nach den Ausfithrungen in Abschnitt 2 durch die 
folgende Beziehung gegeben: 
‘ He OL 


“SE =C, | (26) 


yp 


wobei C eine Konstante ist, die je nach den Anforderungen, die an die Laminaritat gestellt 


werden, im Bereich von 1,5 bis 10 liegt. Aus (25) und (26) folgt das Verhaltnis 
ow _ 1,86 ( c'f er a 


(27) 


Pr 


OL Cc 2 


Hierin ist c;=2tw/oU? der 
értliche Reibungsbeiwert, d.h. 
die mit dem Staudruck auBer- 425 
halb der Reibungsschicht di- 
mensionslos gemachte Wand- 
schubspannung ty. Dabei ist 


der Geschwindigkeit auBerhalb 


0,75 


der kinematischen Zahigkeit y 


und Pr die Prandtische Zahl. 


malerweise im Bereich von 


auch praktisch eine Konstante. 

Setzt man nun in (27) die 
Stoffkonstanten fiir Luft, die 
bei Luft wtblicherweise vor- 0 G25 050 O75 400 125 750 175 
kommenden Geschwindigkei- 
ten und die praktisch aus- 
fihrbare Elementlange 1 von 
etwa 1 mm ein, so sieht man, { 
da®B die Warmegrenzschicht im allgemeinen etwas aus der laminaren Unterschicht heraus- 
ragt. Trotzdem ist zu erwarten, dal besonders bei Verwendung kleiner Elementtiefen 1 das 
Gesetz (23) bzw. (24) noch naherungsweise den Zusammenhang zwischen Warmetibertragung 
und Schubspannung wiedergibt, da ja nur in den duBeren Gebieten der Warmegrenzschicht, 
wo der Temperaturgradient sowieso nur gering ist, der Warmetibergang durch die Turbulenz 
geandert wird. AuBerdem treten hier zwei sich zum Teil kompensierende Einfliisse auf. Einmal 
wird namlich durch den turbulenten Austausch der Warmetibergang erhéht, zum anderen wird 
durch den Impulsaustausch die mittlere Strémungsgeschwindigkeit vermindert, was einer Ver- 
minderung des Warmetiberganges entspricht. 

Es sei hier noch einmal darauf hingewiesen, das durch dieses Kintauchen der Warmegrenz- 
schicht in den turbulenten Teil die Eindeutigkeit des Zusammenhanges von Warmeiibergang 
und Schubspannung in keiner Weise beeintrachtigt wird. Nur die Form von (23) baw. (24) kann 
hierdurch geandert werden, was auf unsere Messung keinen Kinflu8 hat, da wir den Zusammen- 
hang zwischen Schubspannung und Warmetibergang sowieso durch eine Eichmessung bestimmen 
wollen. 

Bei der Ableitung von (24) haben wir auBer der Voraussetzung, daf die Warmegrenzschicht 
ganz innerhalb der laminaren Unterschicht bleibt, noch die Annahme 02 T/d& < 02 T/d7? ge- 
macht. Fir gréGere & ist diese Annahme sicher gerechtfertigt, wahrend fiir sehr kleine €-Werte 
ganz nahe der Vorderkante des Elementes 02 T/d&? nicht mehr vernachlassighar gegen 02 T/A? 


14 


Abb. 2. Temperaturprofil der Warmegrenzschicht fiir den Fall, dali die Wirmegrenzschicht 
ganz innerhalb der laminaren Unterschicht bleibt [nach (22)]; Definition der Dicke der 
Wiarmegrenzschicht. 
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bleibt. Durch ein Iterationsverfahren, bei dem man fur 0? T/d&? den Wert aus der Lévéqueschen 
Lésung als erste Naherung einsetzt, kann man sich jedoch leicht tberzeugen, daBh wesentliche 
Anderungen des Warmeiiberganges erst bei -Werten eintreten, die kleiner als 5 sind. Ist. daher J 
erheblich gréSer als 5, was bei Luftstrémungen mit den tblichen Geschwindigkeiten der. Fall 
ist, so spielt die Vernachlassigung des Gliedes 02 T/d &? keine wesentliche Rolle mehr. Wir haben 
daher bei unseren Versuchen, die wir in Luft durchfithren wollen, nach (24) zu erwarten, dah 
die dritte Wurzel aus der Schubspannung ungefahr der Warmeiibergangszahl proportional ist. 
Selbstverstindlich bleibt aber auch bei sehr kleinen J-Werten, bei denen die Vernachlassigung 
des Gliedes 027T/dé? nicht mehr zulassig ist, der Zusammenhang zwischen Warmetbergang 
und Schubspannung eindeutig. 


SWZ 


4. Technische Ausfiihrung des SchubspannungsmeBgerites. In Abb. 3 ist nun ein Schub- 
sungen als sehr brauchbar fiir die Wand- 
schubspannungsmessung in Luft er- 
Vi ae “3 wollen wir den Aufbau und die Wir- 
mer ty Yj, kungsweise des Gerates schildern. In 
PAS 7 
j schubspannung der vorbeistrémenden 
Luft gemessen werden esoll, ist der 
verschraubt. Wesentlich ist  hierbei, 
das D mit der Wand C méglichst gut 
rihrungsflache), damit die von unserem 
MeBelement wegen der nicht vollkom- 


spannungsmeBgeradt dargestellt, das sich bei den im nachsten Abschnitt beschriebenen Mes- 
ING wiesen hat. An Hand dieser Abbildung 
Ny 

Li, die glatte Wand C, an der die Wand- 

UN 
stahlerne Ring D eingesetzt und fest 
warmeleitend verbunden ist (grobe Be- 
menen W4armeisolierung direkt zur Wand 


heizung des Ringes D hervorruft. In 
die Bohrung dieses Ringes D wird nun 
méglichst gut passend unser MeBelement 
eingesetzt und mit der Uberwurfmutter 
F aus Hartgummi gehalten. Um nicht 
fiir jede MeBstelle ein MeBgerat nétig 
zu haben, kann man es durch einen 
Blindstépsel ersetzen, der die Bohrung 
des Ringes genau ausfillt. Dabei mis- 
sen selbstverstandlich alle Teile so ein- 
gepaBt werden, daB an den Trenn- 
flachen keine StoBkanten entstehen, die 

Abb. 3. Ausgefiihrtes Element zur Messung der Wandschubspannung. das Grenzschichtprofil der Strémung 

storen wurden. 

Das MeBgerat besteht aus dem Gehause B aus Messing, in dessen Bohrung sich das kupferne 
Klétzchen A mit den Abmessungen 2x9 x6 mm befindet. Dieses Klétzchen wird durch eine 
an die 2X9mm grofe Flache angekittete Zelluloidmembran E von ungefahr 1/,, mm Dicke 
gehalten, die méglichst wellenfrei iber die Offnung des Gehauses gekittet ist. Um eine Wélbung 
der Membran durch einen Druckunterschied zwischen Innen- und AuBenraum zu vermeiden, 
ist in die Wand des Gehauses noch die Druckausgleichsbohrung H angebracht. An der Auflage- 
stelle der Membran befindet sich eine ungefahr 1/,) mm tiefe Eindrehung im Gehause B, um eine 
méglichst glatte Oberflache zu erhalten. Durch diese Art der Befestigung des Klotzchens A 
hat man nun eine gute Warmeisolation gegeniiber dem Gehause B erreicht; denn bei den kleinen 


Abmessungen der Bohrung im Gehause B, bei denen die Konvektion zur Warmeibertragung nicht — 
wesentlich beitragt, ist Luft ein ausgezeichneter Warmeisolator. Durch die Membran selbst kann 


wegen ihrer geringen Dicke und kleinen Warmeleitfahigkeit ebenfalls keine groBe Warmemenge an 
das Gehause B abflieBen. Die Warmeiibertragung von dem Klétzchen A an die strémende Luft 
wird dagegen durch die Zelluloidmembran wegen ihrer geringen Dicke nur wenig beeinfluBbt. 
Im Klétzchen A hefindet sich nun eine kleine elektrische Heizung von ungefahr 0,13 Watt. 


abflieBende Warmemenge keine Auf-— 
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AuRerdem kann man mit einem Thermoelement, dessen Létstelle sich in der Nahe der warme- 
abgebenden Oberflache befindet, die Temperatur des Kupferklétzchens messen. Die vier ungefahr 
1/y) mm starken Drahte sind isoliert durch den Boden des Gehauses B gefiihrt. Hinter dem 
Boden gehen die Drahte dann auf einen starkeren Querschnitt tiber. Die AnschluBstellen dieser 
Drahte sind durch die Kappe G gefiihrt, welche aus gut warmeisolierendem Hartgummi her- 
gestellt ist, um zu vermeiden, daB beim Auswechseln des Gerates durch die Handwarme das 
Gehause B aufgeheizt wird. An dem Gehause B befindet sich noch ein Zeiger K, der sich iiber 
der am Ring D befindlichen Scheibe L bewegt, die mit einer Winkelteilung versehen ist. Dadurch 
kann man von aufen die Richtung ablesen, unter der das Klétzchen A eingebaut ist. 


5. Durchfiihrung von Schubspannungsmessungen und Ermittlung der Eichkurve. Nach Ab- 


schnitt 3 besteht ein eindeutiger Zusammenhang von Nu und 1=(l2tw/a)"/s, wenn die Prandtl- 
sche Zahl Pr gegeben ist. Wie in Abschnitt 3 bereits angedeutet, soll die genaue Form des Zu- 
sammenhanges fiir unser MeBelement durch eine Eichmessung bestimmt werden. Wir wollen 


nun zuerst sehen, wie wir mit unserem Gerat die GréBe &% baw. Nu messen kénnen. Hierzu miissen 
wir die in der Zeiteinheit von unserem Element A abgegebene Warmemenge Q und die Tempe- 
raturdifferenz (Tw—T,,) messen. Die Warmemenge Q la8t sich einfach dadurch messen, daB 
man dem Klétzchen A eine bestimmte elektrische Spannung und damit auch Heizleistung zu- 
fihrt und so lange wartet, bis sich der stationdare Zustand eingestellt hat; denn dann muf ja 
die abgegebene Warmemenge gleich der zugefiihrten Heizleistung sein, die man bequem messen 
kann. Die Temperaturdifferenz (Tw — T,, ) bestimmt man am einfachsten, indem man ein zweites 
- MeBelement, das in die gleiche Wand eiugebaut ist, bei nicht eingeschalteter Heizung als kalte 
_ Létstelle des Thermoelementes verwendet. Die auftretende Thermospannung, die zu (Tw—T,,) 
proportional ist, kann man dann entweder mit einem Kompensationsgerdt oder einem empfind- 
lichen Galvanometer messen. Im zweiten Fall mu man im allgemeinen den durch den end- 
lichen Widerstand der Zuleitungen hervorgerufenen Spannungsabfall beriicksichtigen. Aus Q 
und (Tw—T,,) kann man dann % baw. Nu berechnen. — 


Hier ist jetzt aber zu beachten, da die von dem Klétzchen A abgegebene Warmemenge aus 
zwei Anteilen besteht, einmal aus derjenigen Warmemenge, die von dem Klétzchen direkt an 
das strémende Medium abgegeben wird, und zweitens aus der Warmemenge, die wegen der 
nichtvollkommenen Warmeisolierung des Klétzchens A an die Wand C abflieBt. Unsere eben 


angegebene Bestimmung von % baw. Nu schlieBt beide Anteile ein, wahrend unsere theoretischen 

Betrachtungen in Abschnitt 3 sich nur auf den ersten Anteil bezogen. Da jedoch der zweite 

Anteil nur von dem Gerat selbst abhangt und von der tibertragenen Wandschubspannung un- 
_ abhangig ist, wird hierdurch nur eine Parallelverschiebung der Eichkurve hervorgerufen. 


Um nun fir die Eichmessungen eine bekannte Schubspannung zu. haben, wurde das zu 
eichende Gerat in die von Schultz-Grunow! beschriebenen rechteckige MeBstrecke in eine glatte 
ebene Wand aus Stahlblech eingebaut, die eine Lange von 6 m und eine Breite von 1,4 m hat. 
Die gegeniiberliegende verstellbare Wand wurde so eingestellt, daB sich langs der ganzen MeB- 
strecke ein konstanter Druck ergab. An der MeBwand bildet sich dann eine Reibungsschicht, 
wie an einer frei, in Langsrichtung angestrémten, unendlich diinnen ebenen Platte aus. Die 
Reibungsbeiwerte und damit die Schubspannungen fiir diesen Fall sind nun aber von verschiedenen 
Autoren?245 nach verschiedenen Methoden bestimmt und daher ziemlich genau bekannt. Wir 
haben fiir unsere Eichmessungen die Ergebnisse der Schultz-Grunowschen Messung benutzt, da sie in 
der gleichen MeBstrecke durch direkte Kraftmessungen gewonnen wurden und daher irgendwelche 
Unvollkommenheiten in der Versuchsanordnung in unsere Eichmessungen nicht eingehen. Nach 


den Uberlegungen im Abschnitt 3 waren unter der Voraussetzung einer festen Prandtl-Zahl Nu 


eine eindeutige Funktion von i. Die Ableitung war aber unter der Voraussetzung erfolgt, daB 
die Temperaturerhohung (Tw—T,,) so klein sei, daB die Stoffkonstanten innerhalb der Warme- 
grenzschicht noth als konstant betrachtet werden konnten. Aus meStechnischen Griinden kann 
man die Temperaturdifferenz (Tw — Es) nicht so klein machen, da diese Voraussetzung streng 


itava. Ol. 

2 J. Nikuradse, Turbulente Reibungsschichten an der Platte. Z. W.B. 1942. 

3 L. Prandtl, Zur turbulenten Strémung in Rohren und lings Platten. Ergebnise d. AVA. Gottingen, 
IV. Lieferung (1932) 5S. 18. 

4 K. E. Schénherr, Trans. Soc. Nav. Arch. and Marine Eng. Vol. 40 (1932). 

5 Vel. auch F’, Schultz-Grunow, a. a. O. 
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zutrifft. Aus diesem Grunde ist der Zusammenhang von Nu und I etwas verschieden, je nach- 
dem welche Temperaturdifferenz (Tw—T,,) wir wahlen. AuBerdem hangt er etwas davon ab, 
ob wir mit dem der Temperatur T,, oder mit dem der Temperatur Ty zugeordneten Stoff- 
konstanten unsere dimensionslosen GréBen Nu und 1 bilden. Diese Schwierigkeiten kénnen 
wir dadurch beheben, da® wir verabreden, stets mit den der Temperatur T,, zugeordneten 
StoffgréBen dimensionslos zu machen und auBerdem stets mit der gleichen Temperaturdifferenz 
(Tw—T,,) zu arbeiten. Die zweite Forderung ersetzen wir aber aus meBtechnischen Grinden 
durch die Fordérung stets: mit der gleichen Heizleistung zu arbeiten. Wir erreichen dadurch 
ebenfalls eine Eindeutigkeit des Zusammenhanges von Nu und I. Die Einstellung der festen 
Heizleistung ist aber erheblich bequemer als die Hinstellung der festen Temperatur Ty, da man 
im zweiten Fall erst jedesmal den sich nur langsam einstellenden stationaren Zustand abwarten 
mu, ehe man eine Verstellung vornehmen kann. Als Eichkurve ist nun 1*/3 als Abszisse uber 


Nu als Ordinate aufgetragen. Unter der Voraussetzung, daB die Warmegrenzschicht nicht 


2 
RE 
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Abb. 4. Eichkurve fiir das Element nach Abb. 3. Gestrichelt ist der theoretische Verlauf nach (23) eingetragen. 
Die starke Parallelverschiebung zwischen den beiden Kurven riihrt daher, daB bei der theoretischen Kurve der direkte AbfluB der Warme 
an die Wand nicht beriicksichtigt ist. ) 


\ 


wesentlich aus der laminaren Unterschicht herausragt, haben wir dann nach (23) naherungs- 
weise eine Gerade als Eichkurve zu erwarten, die aber wegen der iiber die nicht vollkommene 
Warmeisolierung an die Wand abflieBende Warmemenge nicht durch den Koordinatenanfangs- 
punkt geht. In Abb. 4 ist fiir unser Gerat die Eichkurve gezeigt. Wir erkennen den annahernd 


geradlinigen Verlauf der Eichkurve tiber einen grofSen 1-Bereich (dem vermessenen 1[-Bereich 
entspricht ein Schubspannungsbereich von 1:223). Die Krimmung der Eichkurve ist hier 
im wesentlichen dadurch bedingt, da sich zwischen der Oberflache des Kupferklétzchens — 
und der strémenden Luft noch die Zelluloidmembran befand. Messungen mit. anderen MeB- 
elementen, die anstatt der Zelluloidmembran eine Glasmembran (héhere Warmeleitung) hatten, 
zeigten noch erheblich geradere Eichkurven, doch war die Warmeisolierung gegeniber dem’ 
Gehause schlechter. Die Gerade, die wir nach (23) zu erwarten haben, ist in Abb. 4 gestrichelt 


eingetragen. Die Anderung der Schubspannung bzw. der GréBe J wurde einmal durch Verandern 
der Strémungsgeschwindigkeit und zum anderen durch Verschieben der Einbaustelle des Ge- 
rates an der MeBplatte erreicht. Das Gerat wurde dazu in zwei verschiedenen Lagen eingebaut, 
einmal 1,78 m von der Vorderkante der MeBwand, und das andere Mal 5,28 m von der Vorder- 


i 
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kante der MeBwand. In beiden Fallen wurde der gesamte Geschwindigkeitsbereich durchfahren. 
Wir erkennen, daB die Punkte beider MeBreihen gut zusammenfallen. Der kleine systematische 
Unterschied zwischen den beiden MeBreihen braucht nicht auf das Geriit zurickgefithrt zu 
werden, da er nicht gréfer ist als die MeBgenauigkeit, der der Eichung zugrunde gelegten Schultz- 
Grunowschen Messungen. Nach den theoretischen Betrachtungen in Abschnitt 3 ware es méglich, 
die Eichmessungen mit einem anderen stromenden Medium als die Hauptmessungen durch- 
zufihren, soweit nur in beiden Fallen die Prandtlsche Zahl gleich ist. Bei Bericksichtigung 
der nicht vollkommenen Warmeisolierung des Klétzchens A ist dies nicht mehr méglich, wie 
man durch folgende Uberlegung leicht einsieht. 


Bei gegebener GréBe 1 ist zwar die Nusseltsche Zahl, die der direkt an das stromende Medium 
abgegebenen Warme entspricht, festgelegt. Die Nusseltsche Zahl, die der direkt an die Wand 
abgegebenen Warme entspricht, ist bei verschiedenen stromenden Medien aber etwas verschieden, 
da nicht alle Warme tiber den in die Kammer des Gehauses eingeschlossenen Stoff abflieBt, 
sondern ein Teil direkt tiber die Zelluloidmembran bzw. die Heiz- und Thermo-Elementendrahte 
abflieBt. 

Man verwendet daher bei Eich- und Hauptmessungen méglichst das gleiche Medium und 
fihrt die Messungen auch 
méglichst bei gleichen Tem- 
peraturen durch, da_ ver- 
schiedenen Temperaturen ja 
auch verschiedene Stoffkon- 

stanten des Mediums  ent- 
-sprechen und daher_ der 
gleiche Effekt auftritt. Dieser 
_ Temperatureffekt ist aber nur 
gering, so da} Temperatur- 
_schwankungen von + 5° C 
kaum einen mebbaren Ein- 
fluB geben. Will man bei héhe- 
_ ren Temperaturschwankungen 
-messen, so mu man die Ab- 
hangigkeit der Eichkurve von 
der Temperatur besonders er- Jyg® 2998 aap? Ig? 9 
mitteln. 
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Abb. 5. Richtungsempfindlichkeit bei Anstrémung parallel zur schmalen Seite 
des warmeabgebenden Rechtecks, 


6. Richtungsempfindlichkeit des MeSgerates und Messung der Richtung der Schubspannung. 
Die von dem strémenden Medium auf die Wand tibertragene Schubspannung ist eine vektorielle 
_ GréBe. Zu ihrer genauen Bestimmung ist also die Angabe ihrer absoluten GroBe und ihrer Richtung 
erforderlich. In vielen Fallen ist die Richtung nun von vornherein durch die Richtung der Stré- 
mung au®erhalb der Reibungsschicht gegeben; namlich immer dann, wenn kein Druckgefalle 
senkrecht zur Strémungsrichtung vorhanden ist, da sich dann in der Reibungsschicht eine ebene 
Strémung ausbildet. In diesen Fallen interessiert man sich also nur fir die GroBe der Schub- 
spannung. Das Gerat wird dann so eingebaut, daB die schmale Seite der Oberflache des Klétz- 
chens parallel zur Richtung der Schubspannung ist. Hierbei ist es winschenswert, daB das Gerat 
eine geringe Richtungsempfindlichkeit hat, damit kleine Winkelfehler beim Einbau des Gerates 
nicht zu Fehlmessungen fihren. In Abb. 5 ist tiber den Winkel gy (Winkel zwischen Schubspannung 
und Richtung der kleinen Seite der Oberflache des Klétzchens A) die gemessene Nusseltsche 
Zahl Nu dividiert durch die Nusseltsche Zahl Nu,—-o beim Winkel p=0 aufgetragen. Wir er- 
_kennen die sehr gute Richtungsunempfindlichkeit der Sonde. Bis zu Winkeln von + 15° ist tiber- 
haupt kein Fehler vorhanden, und auch bei groBerem Winkel ist er nur sehr gering. 


Es treten nun aber auch haufig Stromungen auf, bei denen ein Druckgefalle senkrecht zur 
Strémung vorhanden ist. Dann hat die Strémung innerhalb der Grenzschicht in verschiedenen 
Wandabstanden verschiedene Richtung. Die Richtung der Schubspannung ist dabei durch die 
Richtung der Strémung in unmittelbarer Wandnahe bestimmt. Hier ist also die Richtung der 
Schubspannung von vornherein nicht gegeben, und sie mu ebenfalls durch Messung ermittelt 
werden. Hierzu kénnen wir jetzt das gleiche Gerat benutzen, das wir nun so einbauen, da die 


foe 
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Richtung der Schubspan- 


langen Seite der Oberflache 
des Klétzchens A ist. Durch 
Messen des Warmetibergan- 
ges erhalt man die in Abb. 6 
angegebene Richtungsab- 
hangigkeit der Nusseltschen 
Zahl, die ein ausgepragtes 
Minimum hat, wenn die 
Schubspannung parallel der 
langen Seite des Klétz- 
chens A ist. Durch Messen 
von 3 oder 4 Punkten auf 
jeder Seite des Minimums 
? laBt sich dieses und damit 
die Richtung der Schub- 


Abb. 6. Richtungsempfindlichkeit bei Anstrémung parallel zur Jangen Seite spannung ziemlich genau 
des warmeabgebenden Rechtecks. 


MEANT 2 +30° +60° +90° 


90° =600" = 302 


ermitteln. 


7. Zusammenfassung. Zuerst wird gezeigt, daf bei einer turbulenten Reibungsschicht 
an einer glatten Wand auch bei Druckanstieg und Druckabfall das Geschwindigkeitsprofil in 
unmittelbarer Wandnahe auBer von den Stoffkonstanten des strémenden Mediums nur von der 
an die Wand tbertragenen Schubspannung abhangt. Daher ist die Warmeabgabe eines kleinen, 
in die Wand eingebauten Elementes mit héherer Temperatur als die des strémenden Mediums 
ein Ma} fiir die tibertragene Wandschubspannung. Theoretische Betrachtungen tiber die Zu- 
sammenhange ergeben, dafs es méglich ist, bei Einhaltung bestimmter konstruktiv geeigneter 
Abmessungen die Wandschubspannung der Reibungsschicht mittels einer Warmeibergangs- 
messung an einem in die Wand eingebauten MeBelement zu ermitteln. Ein solches MeBgerat 
wird beschrieben. AuBer der Eichkurve wird dafiir noch die Richtungsempfindlichkeitskurve 


angegeben. Diese gestattet auBer der GréBe der Wandschubspannung auch ihre Richtung zu 
bestimmen. 


Max- Planck- Institut fiir Strémungsforschung in Géttingen. 


(Eingegangen am 29. Mai 1948.) 
Anschrift des Verfassers: Dr. Hubert Ludwieg, (20b) Gottingen (Hann.), BéttingerstraBe 6/8. 
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Das Abbremsen drehsymmetrischer Korper beim Fall auf Sand. 


Von R. Grammel. 


1. Einleitung. Die folgende kleine Untersuchung ist dadurch angeregt worden, daf Herr 
Feldtkeller! zur Prifung von Beschleunigungsmessern kegelférmige Kérper von verschiedenen 
Gewichten und verschiedenen Erzeugungswinkeln aus verschiedenen Héhen frei herabfallen lieB 
und durch Auftreffen auf einen ebengestampften Sandraum abbremste. Die magnetostriktiv 
sehr genau gemessenen Beschleunigungen ergaben, wenn man Koordinaten verwandte, die 
(mittels der Auftreffgeschwindigkeit und der Eindringtiefe) dimensionslos normiert waren, sehr 
charakteristische und véllig sich deckende Beschleunigungs-Zeit- Kurven, unabhangig von Kegel- 
-gewicht, Erzeugungswinkel, Fallhéhe und Sandkonstitution (vgl. spater Abb. 3). 


Es ware aussichtslos, den verwickelten Vorgang aus der Mechanik der Sandkérner erklaren 
zu wollen. Wie man aber den molekular sicherlich ebenfalls recht verwickelten Vorgang der 
Reibung zwischen festen Kérpern phanomenologisch sehr gut und einfach durch die Coulomb- 
Morinschen Gesetze darstellen kann, so liegt es nahe, auch hier nach einem phaénomenologischen 
Gesetz zu suchen, zumal da die gefundenen Kurven vermuten lassen, das dieses Gesetz eine 
ganz einfache Form haben muf. Ich glaube es im folgenden gefunden zu haben. 


2. Das Abbremsgesetz. Wir legen folgendes Gesetz zugrunde: Beim Abbremsen eines 
drehsymmetrischen Kérpers, wenn er sich in Achsenrichtung in einen sand- 
artigen Halbraum (mit urspringlich ebener, senkrecht zur Kérperachse liegen- 
der Oberflache) einpreBt, ist der Impulsverlust —dJ im Zeitelement dt pro- 
portional zu der in diesem Zeitelement verdrangten Sandmasse dm. 


Lautet in einem Koordinatensystem (r,z), dessen Ursprung mit Zz 
der Spitze des Kérpers in den Sand eindringt (Abb. 1), die Gleichung 
der Meridiankurve r=r(z), so ist mit dem Eindringweg z zur Zeit t 
einerseits dm =gr7dz. Andererseits ist dJ = Mbdt, wenn M die PZ 


_ Kérpermasse und 6 seine (negative) Beschleunigung bedeutet. Unser 


Grundgesetz besagt also mit einer noch offenen Konstanten c, die us 

von der Konstitution des Sandes und méglicherweise vom Korper- IAbbrd “Goiteel de eothars bette 

typ abhangt, : Eindringen in den Sandraum. 
—Mb dt=cr* dz. (1) 


Wegen b=dv/dt, wo v die Kérpergeschwindigkeit zur Zeit t ist, folgt hieraus durch Integration 


tuber den ganzen Abbremsvorgang, der mit der Geschwindigkeit vy beginnt und bis zur Ein- 
dringtiefe z,, fihrt, 
Mv, = ck(z,,) mit k(z)= fr?(z)dz. (2) 
. 0 
Um die unbekannte Konstante c zu eliminieren, dividiert man (1) durch (2) und erhalt mit 
dz/dt=v das experimentell nachpriifbare Ergebnis 
ee oe 
b= EGay (z)-v. (3) 
3. Dimensionslose Darstellung des Abbremsvorgangs. Es ist zweckmaBig, folgende dimen- 
sionslosen Variabeln und Funktionen einzufiihren: 


gas =—, c=>, tHset, (4) 
o(¢) =, x(C) = fo) dc : =) ; (5) 


Dann ist =dy/dt und n=dC/dt, und aus (3) wird 
b= — aay oX(0)-0- (6) 


"1 R, Feldtkeller u. H. Wilde, Frequenz 3 (1949) S. 29. 
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Zwei weitere Integrationen liefern 


und 


x(1) 
und somit aus (6) und (7) Sab 
E o°(C) E 2e(C) ; (9) 
ey #8) x(1) 


Durch (7) bis (9) sind die normierten GroBen & (Beschleunigung), 7 (Geschwindigkeit) und 


{ 


t (Zeit) in dem normierten Eindringweg ¢ ausgedriickt, und damit kennt man zufolge (4) auch | 


b, v und z als Funktionen von t. 


Insbesondere folgt der gréBte Absolutwert der (normierten) Beschleunigung € gemaf (9) 4 


und (5) aus 


dé 290 TAL) VI Ot 
: Sd SORA ly | ay | t TUN a 
also aus 
03(C) = 2 e’(¢) [x(1) —x(2)]- (10) 
Mit (10) gibt (9) vollends é 
ieee eee) (1) | 


2x21) o'(Cm) * 
worin fm die maBgebende reelle positive Wurzel der Gleichung (10) ist. 


4. Spezielle Drehkérper. Besonders durchsichtig werden die Ergebnisse (7) bis (11) fir Dreh- 
kérper mit den Meridiankurven 

T= Pa, (12) 

wo p ein Formparameter und n ein 

positiver Exponent ist (Abb. 2 fir 

n=, 1, +, 2). Darunter sind insbe- 


sondere die Kreiskegel mit n=1 und 
den Erzeugungswinkeln «= are tg p 


n=$ n=2 enthalten. Man findet 
| o(6) = pza °c", 
Abb. 2. Meridiankurven einiger Kérper. 2 22m—1) Si 
x(C) = een 2n+1 
und erhalt also allgemein (n) und besonders fiir den Kegel (n=1) 
yee ea ih (Kegel: n=1—€8), (7a) 
t= of ee (Kegel: siehe (8b)), i (8a) 
0 
& =—(2n+1)0" (1—0""") (Kegel: €= —3 €2(1—€3)), (9a) 
: 
om = (ane (Kegel: fn=0,737), (10a) 
(QB UP kn ee 
le | max == ae, ) a) (Kegel: |E|max= 0,977) , (il a) 


und zwar in allen Fallen bemerkenswerterweise unabhangig vom Formparameter p, also blof 
noch abhangig vom Kérpertyp; insbesondere beim Kegel unabhangig vom Erzeugungswinkel «; 
ferner in allen Fallen unabhangig von der Kérpermasse M, von der Auftre ffgeschwindigkeit Ve 
und von der Konstitution des Sandes (also von seiner Feuchtigkeit, Kérnigkeit und Festpressung). 

Diese Unabhangigkeiten der Formeln (7a) bis (1la) sind insbesondere fir kegelférmige 
Koérper durch die Versuche in sehr weitem Umfange bestatigt, wie Abb. 3 zeigt+, worin auBer 


vielen MeBpunkten die theoretische Kurve y(t) gema® (7a) und (8a) fir n=1 eingetragen ist. 


* Diese Figur mit ihren MeBpunkten hat mir Herr Feldtkeller freundlicherweise zur Verfiigung gestellt. 


— * 
— 


re] 


ee 


° M=56\q h=2m &=390° 


ss pace ite 
= i. aoe x M=00 — Sand locker’ 
| 4 M=420 


‘i eh=27 
Set hale: s Sand gestamptt 


a - 
+ + NG _9h=95m M=n9kg «=60° | | « 


76 


20 


_ Abb. ‘3. Theoretische (, A-Kurve und MeBpunkte fiir verschiedene Kérpermassen M, Fallhéhen h, Kegelwinkel « 
und Sandkonstitutionen. ; ; 


Das Integral 2) hat folgende besonderen Werte: 


ays i 
j n= 5: r= Meg f, also o=%s rata he iis 
s i e i Pes 

fee 1 Se 9 ee mnaaeegeey—2 In (1 = ge ies arc 456 ae 


3 


| | ! \ n= | Pat IS nar tg €+%rTq¢C), : ; (8b) 
ia RCH AS Tbe In (1+f6+C9)— 9 me (I—yo+o)—In(1— + | 
; . +VyV5 V5. are tg fod ‘ Vale are ‘eae Verse | 


; 248. 2—ye 
Abb. 4a(é ¢)-Kurven. mit B =e (V5 Sie 1) ys os (VSS) ; 


a ae om 


' 


» In Abb. 4 bis 8 sind fiir die einzelnen Werte von n die Kurven £(¢), 7(€), €(t), 4(t) und €(z) 
_gemaB (7a) bis (11a) und (8b) aufgetragen. Die experimentell nachgepriften Raven fiir den’ 


Kreiskegel sind dabei jeweils ree hervorgehoben. : 


Abb. 6. (§,7)-Kurven. 


Abb. 5. (7, ¢)-Kurven. 
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Abb. 7. (n, 7)-Kurven. 


Abb. 8. (¢,7)-Kurven. 


5. SchluBbemerkung. Wahrend die vorstehenden Ergebnisse fiir Kreiskegel mit nicht allzu 
groBen Erzeugungswinkeln (wenigstens bis zu «—60°) durch die Versuche zweifellos gesichert 
sind, mu man sie fiir andere Kérpertypen mit dem gebotenen Vorbehalt. aussprechen. Ich 
halte sie fiir zuverlassig bei allen Kérpertypen, die nicht allzusehr von der Kegelform ab- 
weichen. Dagegen halte ich es nicht fur statthaft, sie ohne weiteres auf Kreiszylinder auszu- 
dehnen, die mit ihrer ebenen Stirnflache auf der Sandoberflache auftreffen [man erhielte dabei 
n=—f=1—C, r= — In (1—-C), n= -é=—e™, C=1—ex", Cm=0; El nax— 1]. Denn beim Kreis- 
zylinder springt die Verzégerung im Augenblick des Aufschlagens sofort unstetig auf ihren. 
Héchstwert, und dies mu’ im Zylinder eine heftige StoBwelle erzeugen, die seine Bewegung 
stark beeinflussen kann. Fir solche Vorginge aber mag unser phanomenologisches Gesetz keine 
Giltigkeit mehr beanspruchen. 


(Eingegangen am 26. Juni 1948.) 


Anschrift des Verfassers: 
Professor Dr.-Ing. Dr. Richard Grammel, (14a) Stuttgart N, Robert-Bosch-StraBe 101. 
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Zur Membrantheorie der allgemeinen Rotationsschalen. 


Von W. Zerna. 


1. Einleitung. Uber die Ermittlung des Membranspannungszustandes von Rotationsschalen 
hiegt bereits eine Reihe von Untersuchungen vor!. Doch betrachten sie alle das Problem unter 
mehr oder weniger einschrinkenden Voraussetzungen, sei es beziig- 
lich der Formgebung, sei es beziiglich der Belastung. Die Lésung 
der allgemeinen biegungsfreien Rotationsschale unter allgemeiner 
Belastung bietet indessen nach den bisher bekannt gewordenen 
Berechnungsverfahren teilweise betrachtliche Schwierigkeiten. Die 
folgende Untersuchung? der Rotationsschalen setzt sich zum Ziele, 

den Membranspannungszustand méglichst allgemein zu berechnen. 


2. Zur Geometrie der Rotationsschalen. Es werde die Mittel- 
 flache einer beliebigen Rotationsschale betrachtet. Die Lage der 
Meridianschnitte sei in iblicher Weise durch den Winkel gy an- 
gegeben, der auf eine feste Richtung y=0 bezogen sei. Erstreckt 
sich die Schalenflache tiber den Winkelbereich von y=0 bis p=2z, 
so stellt sie eine Rotationskuppel dar. Die in einem Meridian- 
schnitt @ = konst. gelegene Meridiankurve werde auf ein recht- 
winkliges Koordinatensystem y, z bezogen, dessen Ursprung 0 auf 
der Rotationsachse liegt, und dessen Achsen in Richtung der 
Rotationsachse und senkrecht dazu verlaufen (Abb. 1). Die Koordi- 


naten y und z eines Punktes P der Meridiankurve mégen von . 
einem Parameter # abhangig gemacht werden: BN i elie EN 2? 
Va VKG) ae eee PAt)) (1) 


Der Winkel, den die Tangente in P an die Meridiankurve mit der y- bzw. 2z-Achse bildet, sei 
a bzw. B. Es werde gesetzt 


dy hi dz ve 


eae ad 
Die Winkel « und f lassen sich mittels (1) wie folgt ausdriicken: 


LI 2 U 


z 
cosa =~, cosp= 


a ae 2 Se 2 
Vy?+42 (2) 


Fur die Krimmung der Meridiankurve, die wie in Abb. 1 dargestellt als positiv gelten soll, 
ergibt sich 


: 1 y’ gl! — 2! ie (3) 
Ti (y+ 2/2) lt 
Der Hauptkriimmungsradius r, bestimmt sich zu 
ape | Bre 4 
2 ~ ‘sin B ral be +2 4 } (4) 


3. Gleichgewichtsbedingungen. Es werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt: Ng, Ny 
= Langskrafte in Richtung der Breitenkreistangente und der Meridiantangente, T = Schub- 
krafte, pp, py,» py = Komponenten der auBeren Belastung in Richtung der Breitenkreistangente, 
der Meridiantangente und der Schalennormalen, wobei alle Lasten auf die Flacheneinheit der 


1 Vgl. z. B. Fr. Dischinger, Schalen und Rippenkuppeln, Handbuch fiir Eisenbeton, Bd. 6, S. 194, Berlin 
1928. — Fr. Dischinger, Bauing. 16 (1935) S. 374. — H. Reiner, Spannungen in Kugelschalen (Kuppeln), 
Miiller-Breslau-Festschrift, Leipzig 1912. — W. Fliigge, Statik und Dynamik der Schalen, S. 21, Berlin 1934, — 
A. Pucher, Inter. Ver. f. Briickenbau und Hochbau, Abhandlungen Bd. 5, S. 275, Ziirich 1937/38. — W. Fliigge, 
Z. angew. Math. Mech., Bd. 25/27 (1947) S. 65. 


2 Auszug aus einer von der Technischen Hochschule Hannover genehmigten Dissertation (Juni 1947). 
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Schalenmittelflache bezogen sind. Weiterhin werden folgende als reduzierte Langskrafte bzw. | 
Lastkomponenten bezeichneten GréBen definiert: 


oe Vy?422 z - 
Ny= No z Tee zcosp ” | ote 
N £ | N e pet 
A Se eran — No» eI : s ; : 
= abt aE ee cA - : 
_ Po = Pe Vy2+ 2 = Po gg = Pr cosa: * 
raed! 


Pa Di Bi 
yer ; y! 
x y! eee (LD 


costa 


Pv = Py 


Die bekannten Gleichgewichtsbedingungen der Membrantheorie am Schalenelement der Ro-| 
tationsschale in Richtung des Breitenkreises, des Meridians und der Schalennormalen lauten: 
mit den hier benutzten Bezeichnungen?: : 


eA od i Norns meee 
dried aT 
TUR pa eee 


Ny +2 Ny— pyr, = 0- } 
1 ers : ‘: 
___ Beachtung der Beziehungen (2) bis (4) sowie Einfihrung der reduzierten Krafte gemaB (5) und | 


4 


- (6) fart diese Gleichungen tber in — , al 


. GuNp oT aes ae oe 
e . 38@ ay eer TS Pos 0: 
ORE Pe” uiNig cee yk! a 
I” of 30 1 y’ No Ppa; (8) 
Ny a — No Py =9 : 


' 


4. AuBere Belastung. Die reduzierten Lastkomponenten werden in Fourierreihen nach QP 
entwickelt: oa ae : mai | 


; x > foe) foo) \ 4 
Doe SS Qgn Sin NY + SS byn cosng, |. - a 
n=0 n=0 ; 
(co) ; © b =, 
Ps = » Ajn Cos ng + » byn sin ny, (9) 
n=0 n=0~- d 84 
x © eo) / free } <3 i 
joy = >» ayn cos np+ >| bmsin ng. r ti } 
n=0 n=() ; 
i 


Wert von n zugeordnet sind. : 
Aus dem allgemeinen Ausdruck (9) werden die folgenden beiden speziellen Lastfalle heraus-— 
gegriffen: K ; 
ay Lastfall Ne: era 4 
Pg = Agn Sin ny , Po = Gn cos ng, Py = Gyn COs n@ . (10) | 

b) Lastfall B: ay. i 
Py = byn cos ng , Po = bon sin-ngy , Py=bmsinng. — (11) | 


Wegen der Linearitat der Differentialgleichungen (8) kann fiir jede der Belastungen (10) und (11) 
zu jedem n gesondert die Lésung bestimmt und die Gesamtlésung fiir die Belastung (9) als 
Summe der so erhaltenen Einzellésungen gewonnen werden. Es gentigt daher, ohne daf die 


Anrep shorty D> 


1 Vel. z. B. W. Fliigge, a.a. O. 


FA 


‘ eienele -ingesehrank Sea, ae Kae Lastfalle A und B gemaB (10) und (11) 2u be- 
handeln. ° 


5. Differentialgleichung ¢ des Problems. Die drei Gleichgewichtsbedingungen (8) lassen sich 
bof eine einzige zurickfihren. Zu diesem Zweck wird die erste nach @, die zweite nach 0) diffe- 
rentiert; dann werden beide Ausdriicke voneinander subtrahiert. Man erhalt 


ag? oP Ce tg 


Ny No , 2a’ aT pes (2)"|N y’ INo | Py apo mee 
: . 
y 


+ - 


r 98 Ip Bg os ae (12) 


tt 


y / 


y, 


Die Schubkrafte T und Langskriifte N, lassen sich mit Hilfe der zweiten und dritten Gleichung 
8) aus (12) eliminieren. Mit 


a * - Pal y's! 
fi (0) 2 Zz rca y! ae 
¥ “ é: Le vy" a, 9 z! 13 r 
¥ fx (9) , y! Saba ( ) 
a ‘a z By 2” 2! x4 2 
Js (0) =F y! y! z ( 0 ) / 


; halt man schlieBlich nach einfacher Zwischenrechnung 


= : a No & a 


; a pa NG) eg flo ) Sey + f3(0) No = 4, — (14) 
-worin bi ite 
= UM car E aM age 2 a ie 


Pedeuter. ces ist eine partielle eee zweiter nes zur Bestimaupe der 


a Git = 
iE a Ee Ae | va 
inp F b * ay ny By be Pa K (16) he 
- N, = f:(0) No + Br | | 


Die. Ermittlung des Membranspannungszustandes einer beliebig geformten und belasteten Ro- 
_tationsschale ist damit zurickgefiihrt auf die Integration der partiellen Differentialgleichung (14). 
Sie ist vom hyperbolischen, elliptischen pact pater hsphey Typ, je nachdem 


Fir das Gaufsche Krimmungsma® K der Schalenflache ergibt sich die Beziehung 


und man erkennt, da den verschiedenen Typen der Differentialgleichung (14) Schalen mit 
negativem, positivem oder verschwindendem Kriimmungsmaf zugeordnet sind. 


Es werde nunmehr der Lastfall A nach (10) betrachtet. Es zeigt sich dann, daB® der Ansatz 


| . N, = Ag eos ny, Ny =Agncosng, T=A,sinng, ay aioe, 

Bonn Agn, Agn, An nur von # abhangen, die Gleichgewichtsbedingungen (8) befriedigt. Die 

_ partielle Differentialgleichung (14) geht damit iiber in die gewohnliche Differentialgleichung 

q d Aon 5 4,¢9) 249 + Aan [n¥f,(0) + fal0)] = Gan (18) 

4 Die Stérungsfunktion q4, wird durch die BelastungsgréBen ausgedriickt: 
, Gan = — TM dyn + NOG — ee a . (19) 


Der Belastungsfall B erfiillt mit dem Ansatz 


N, = Bon sin ng, Ny = By, sinng, T = B, cos ng, (20) 


“fil8) = 0. Be 


> 
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worin Byn. Bon, Bn wiederum nur von @ abhangen, die Gleichungen (8) und fihrt (14) in 
dad Bon d Bon 


# Bom 5 4,¢9) 280" + Bo, [n® f(D) + fol8)] = Gon (21) 
iiber. Die Stérungsfunktion qg, lautet jetzt 
Gan = — 12dyn— nbgn - = = Bin - (22) 


Ein Vergleich von (18) mit (21) und (19) mit (22) zeigt, daB die Differentialgleichungen fur beide 
Lastfalle die gleiche Form haben. Lediglich die Stérungsfunktionen q4, und qg, unterscheiden 
sich dadurch, daB in Gp, die Zahl n durch —n ersetzt ist. Die weiteren Betrachtungen kénnen sich 
daher im wesentlichen auf die Behandlung des Lastfalles A beschranken. Alle dafiir abgeleiteten 
Beziehungen lassen sich sofort auf Lastfall B tbertragen, indem alle GréBen a und A durch die 
entsprechenden 6 und B sowie n durch —n ersetzt werden. 


Einfiihrung der neuen Veranderlichen 


OD, = Agn 2 Vy (23a) | 
bringt mit 
Us ey ae (23b) 
Ney, 
(18) bzw. (21), wenn wie bisher Striche Ableitungen nach @ bezeichnen, in die endgiiltige Gestalt 
Dr + F,, (2) PD, —— qn ’ (24) 


die als grundlegende Differentialgleichung des hier behandelten Problems bezeichnet werden 
kann. In (24) bedeutet 


Uae! ro wt bf a 3 Ses e x 
F(a oe (yst ia e e) (25) 
und ist mithin, abgesehen von n, durch die Meridiankurve bestimmt. Fir die Stérungsfunktion q, 
ist fallweise, dem Lastfall A oder B’entsprechend, zu setzen: 


gAn = YAn% (oa mae Vy (@' on — NAgn + 1? Ayn) — 2 2! V9 Gon : 
qpn = Gan 2 Vy =—2/ y' (Bon + nbont n2byn) — 22 Vy bon - 


Die Aufgabe der Ermittlung der Schnittkrafte besteht nunmehr in der Integration der, Diffe- 
rentialgleichung (24). In einigen Fallen 1a8t sich ihr Integral auf analytischem Wege finden. 
Wenn dies nicht méglich ist, fiihrt eines der bekannten Verfahren zur numerischen Integration 
von linearen Differentialgleichungen zum Ziel, wozu die Form von (24) besonders geeignet ist. 
(Vel. Ziff. 7.) 


Eine wesentliche Vereinfachung ergibt sich, wenn 


(26) 


y=0 
gesetzt wird. Die Meridiankurve erscheint dann in der Form 
= eM aee 
Vermége y’'=1, y’=y'”=0 gewinnt man aus (25) 
F,(¥) = —(n®—1) (27) 
und aus (24) die Differentialgleichung! 
Di, + = (n2-1) On = qm | (28) 
mit den Stérungsgliedern 
gAn = — 2(@'9n— NGgn + nN? Ayn) — 2 2 agp » 
bzw. (29) 
Butane (Bon ci Nbon he n” byn) ae 2’ ban : 


Fur den Lastfall n=1 geht (28) tiber in 
Oo, 


} Wahrend der Drucklegung wurde mir bekannt, daB diese Gleichung auch von P. Nemenyi und C. Truesdell. 
Proc. Nat. Acad. Sci. USA. 29 (1943), S. 159, gefunden wurde. 
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Aus der Analogie dieser Differentialgleichung zu der beim Balken geltenden Beziehung 
M"=p 

zwischen Biegemoment M und Belastung p lassen sich in gewissen Fallen die Schnittkrafte ent- 

sprechend der Bestimmung des Biegemomentes eines Balkens ermitteln. Diese Tatsache benutzt 

Dischinger* zur Berechnung der antimetrisch belasteten Rotationskuppel und der sog. Ring- 


-schale unter Eigengewichtsbelastung. Hier ist nun nachgewiesen, daB diese besonders einfache 


Rechnungsweise als Sonderfall aus der fiir beliebige n geltenden Differentialgleichung (28) her- 
_vorgeht. 


6. Formeln fiir die Schnittkrafte. a) Lastfall A. Samtliche Schnittkrafte lassen sich durch 


die Funktion ®, ausdriicken. Im Lastfall A gilt folgende Entwicklung: Aus (17) folgt mit (23) 
und mit (5) 


@, y’ @,, 2’ 
Ns = — = cos ng = ——> ——— 
: os y'” 2? cos B 


Aus der zweiten Gleichung (16) ergibt sich mit (30), (10) und (5) 


cos np. (30) 


11, 
y' 2 22 cos a 


{dea tte salt ®,, 
Ny =" | (y's at 2!) e— + dm 2 een 
; B ap ; | By 
“4 ee [to"2” ay 2) et don z| cos ng. 
Zz y lez 
‘Die erste Gleichung (16) liefert mit (30) und (10) 
il D', roa, lores D, Q 
= es ere pa ae oe 2 y'3/2 22 + a0n| Sue (8?) 


Ist die Meridiankurve durch die Beziehung z=2z(y) ausgedriickt, so ergeben sich die ver- 
einfachten Formeln 


P, 
t= Zeosa VP 4 
Np. = e0s o (— ®, + ayn) cos ng, (33) 
dei Zz : 
es = ( . o @, + ayn) sing. 


b) Lastfall B. Im Lastfall B erhalt man fiir die Schnittkrafte auf entsprechende Weise 
die nachstehend aufgefiihrten Formeln: 


®,, y’ O, 3" 


PAE ane ot Een mag Pee 
No = a [(o'2" — y''z') oe BaD ye z| sin ny oe 
cos B no man. > ; 
eee tz ses CNRS byn 2| sin n@ , 
Lil O's ray es eT ®, 
ae eng 20s —y 2) ong t bon| cos n@ . 
~ Wenn ae Meridiankurve durch z=z(y) gegeben ist, gilt 
No = tea sin ng, 
No = cos « [= P,, zie byn| sin n@ (35) 
T = 2! i @,, + bon| cos ny . 


7. Zur numerischen Integration der Differentialgleichung. Die Integration der das Problem 
beschreibenden Differentialgleichung (24) fiihrt nur bei besonders einfachen Schalenformen zu 
geschlossenen Ausdriicken. In allen allgemeineren Fallen, wie sie gerade fiir praktische An- 


1 Fr, Dischinger, a. a. O. 
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J 
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wendungen wichtig sind, wird man sich daher eines numerischen Lésungsverfahrens bedienen, — 


wozu nachstehend einige Hinweise gegeben werden sollen. 
Die Differentialgleichung (24) gibt durch zweimalige Integration 


s 
S 


O,=— ff [Fn(2)Pn— Gn] dEdE+DnO+4+ Ens (38) 


Darin bezeichnet £ eine zwischen dem Koordinatenanfangspunkt und der Stelle @ gelegene 
Zwischenvariable. 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten D, und E, stehen folgende Bedingungen zur 
Verfiigung: 

-a) Kuppelschalen. Damit die Schnittkrafte im Scheitel endlich bleiben, muB gemaB (30) 
und (32) fir z=0 die Funktion ®, und ihre erste Ableitung verschwinden: 


[P,].=0 = 05 [P,].-0 = 0. (37) 


b) Rotationsschalen, deren Meridian zwischen zwei aus- 


Meridian 


| aussteifende Binder 


und y=y, heraustretenden Krafte senkrecht zur Scheibe ver- 
scheiben i 


Null sein muB, so daB die Schale nur Schubkrafte auf die 


Vj ye Binderscheiben tbertragen kann. Nach (30) lauten dann die 


Abb, 2. Meridian zwischen aussteifenden Rand bedingungen 


Binderscheiben. [Palyay, => 0, [Only 2, ae 0 . (38) 


Durch (37) und (38) sind fiir die wichtigsten Schalenformen die Anfangs- bzw. Randwerte 
gegeben, womit die Voraussetzung fiir die Anwendung des bekannten Verfahrens der schritt- 
weisen Naherung geschaffen ist. Ausgehend von einem geschatzten ®,-Verlauf lat sich mit 
Hilfe der Integralgleichung (36) eine verbesserte Lésung bestimmen, die dann wiederum als 
Ausgangspunkt fiir eine weitere Verbesserung der Funktion ©, dient und so fort. Man kann 
erwarten, daB das Verfahren in vielen Fallen konvergiert; meist genigen nur wenige Rech- 
nungsgange, um eine recht gute, im allgemeinen ausreichende Naherung zu erzielen. 

Zur Konvergenzbeschleunigung ist es vorteilhaft, (36) mit Benutzung der abkiirzenden Be- 


zeichnungen 
0 €& 


Dro = f fn dE dé+ Dy 9 + Eno; 
0 0 


0s (39) 


00 
in die Form 


: Ci, — AG, (40) 


zu bringen, worin jeder der Ausdriicke (39) den Rand- bzw. Anfangsbedingungen zu geniigen 
hat. Zur Berechnung von ®, fihrt man zweckmaBig die Naherungslésung 


@, =k, (41) 


ein. Dabei ist ¥Y, eine geschatzte Lésungsfunktion und k ein konstanter Faktor, der so bestimmt 


schwinden. Daraus folgt, daB langs der Binderscheiben Ny gleich © 


wird, da der Ansatz (41) eine méglichst gute Niaherung liefert. Beispielsweise kann k, wie fiir 


eine ahnliche lautende Differentialgleichung Hohenemser! vorschlagt, aus der Bedingung er- 
mittelt werden, da das Integral der Fehlerquadrate tiber den von der Meridiankurve eingenom- 
menen Bereich von #, bis 0, zu einem Minimum wird. Mit (41) wird aus der zweiten Gleichung 


(39), wenn 


OWE ae 23 
AV, =f f Fix¥n dé dé +AD. 9 + AED (42) 
0 0 
gesetzt wird, 


A®, =kAW,. (43) 


' K. Hohenemser, Ing.-Arch. 8 (1937) Sm20Be 


steifende Binderscheiben gespannt ist (Abb. 2). Unter der An- | 
nahme, daf die aussteifenden Binderscheiben nur eine Steifig-— 
keit in ihrer Ebene haben, miissen die an den Randern y=y, | 


t 
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_ Aus (40) folgt mit (43) die gegentiber ®, verbesserte Funktion 


®, =D,,—kAY. (44) 
Falls die Funktion ©, mit der richtigen Lésung tibereinstimmen wirde, ware 
G@,—@, = 0. (45) 


Da aber ®, voraussetzungsgemaB nur eine Naherungslésung ist, wird (45) nicht erfullt. Der 


sich ergebende Fehler f kann aus 


bestimmt werden. Mit (44) und (41) erhalt man daraus die Fehlerkurve 
Dyy— kA Fy — kb y 


eee LEN (46) 
und das zu einem Minimum zu machende Integral der Fehlerquadrate ergibt sich somit zu 
Oy 
Dry ey Vl Oe 2 . 
J ( er. ) 4 = Min. (47) 
80 * 


Dureh Nullsetzen des Differentialquotienten nach k erhalt man schlieBlich 


f (Sxyap 


Do 


Bade oe 48) 
a ao ( 
it a -AWn Oyo 


Im Falle, daB an den Randern die Funktion ®, verschwindet, wie es die Randbedingungen 
(38) vorschreiben, laBt sich k auch auf Grund des nachstehend beschriebenen Zusammenhanges 
~ ermitteln, wobei ein weiterer Vorteil der Differentialgleichung (24) zutage tritt. 

Betrachtet man das Variationsproblem 


5 f [5 O2— 2 Fu + qn Pn] dd = 0 (49) 
und bildet-nach Vorschrift ae. Vee ha ike 
He [O60 FO, 60,4 4,6®,| do —0, 
so erhalt man nach Bates Umformung des ersten Gliedes durch Teilintegration 
Dil, Dy = Ga — 10" ®,)” =e 


Man erkennt, daB bei verschwindendem Funktionsverlauf am Rande gemaB (38) die eckige 
Klammer zu Null wird, und da damit die tibrigbleibende 
Differentialgleichung — die Eulersche Differentialgleichung 
des Variationsproblems — gerade mit der Differential- 
gleichung (24) tibereinstimmt. Es lassen sich jetzt alle 
fur Variationsprobleme entwickelten Naherungsverfahren 
zur Bestimmung der hier als Extremalen erscheinenden 
Funktion ®, anwenden. 

Im nachsten Abschnitt soll das weiter oben erwahnte 
Approximationsyerfahren in Verbindung mit dem aus Dapaneeehoe 
der Kenntnis des zugehérigen Variationsproblems zu 0 a 
zichenden Vorteil an Hand eines Beispiels naher er- Ibbeg), Meridianteliniey dor ale Beiepiel 
lautert werden. poweblteateuhale, 


TO Zs 


8. Beispiel. a) Gewahlte Schalenform. Als Beispiel soll eine Schale gemaB Abb. 3 be- 
handelt werden, deren Meridian zwischen zwei aussteifenden Binderscheiben gespannt und durch 
den Ausdruck 


z= R+ bsin a (50) 


gegeben ist, wobei 0 Sy Sa. 


15 


Tt SORE PASS Re RU OS hao] Me ee es SoM wa ke Sn? rae el 
\ ise otra pir Sa ij Be ak hae ‘ 
at ‘ LORETO Sot CRO ae 
NY CRS SC oe Rea Tee 
' (teed 
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Mit den dimensionslosen GréSen 
n=, C= (51) 
und der Bezeichnung . 
Oe (52) 
erhalt man fiir die Meridiankurve (50) 
€=l+esinan (0S75)). (53) 
Die spater benotigte erste und zweite Ableitung folgt daraus zu 
dl BL 
Se = m8 cos x0, ‘dil c Sene ee (54) 


b) Gewahlte Belastung. Als Belastung der Schale werde Schnee gewahlt, den man als 
konstante Last je Flacheneinheit der Horizontalprojektion der Schalenmittelflache anzunehmen 
pflegt. Wird mit p, die Schneelast je Flacheneinheit der Horizontalprojektion bezeichnet und 
die Richtung p=0 in die Vertikale gelegt, so ergeben sich die reduzierten Belastungskomponenten _ 
zu 

. Po = Ps Cosy sing = pssin2@, 

Po = 0, (55) 
Py = — pscos* gy = —£* (1+ cos 2 gy). 


Die Schneebelastung setzt sich danach gemaB (10) aus den beiden folgenden Belastungsfallen 
zusammen: 


Belastungsfall I (Lastfall A fir n=0): 
Poo = 99 = 95 Poo = 40 = 0, Pr = A = — 5. (56) 
Belastungsfall II (Lastfall A fir n=2): 


oder 
Opn = =, ag. = 0, Ay = - xe. (58) 


c) Integration der Differentialgleichung. Die Schnittkrafte fir den Belastungsfall I 
nach (56) ergeben sich wegen der Drehsymmetrie mihelos. Auf ihre Darstellung im einzelnen 
kann hier verzichtet werden; es soll vielmchr sofort auf den allein interessierenden Belastungs- 
fall II eingegangen werden. 


Da die Meridiankurve durch die Darstellung z=2z(y) gegeben ist, kann die Differential- 
gleichung in der Form (28) benutzt werden. Nach (27) ist mit (54) und n=2, wenn Punkte Ab- _ 


leitungen nach 7 kennzeichnen, | 


sha ES" See 3707 sin 2 
Fx(n) = 3 ar ~~ @ IT+osinzn * | 
Das Belastungsglied ergibt sich nach (26) unter Beriicksichtigung von (58) zu | 
qa, =—RC (2-2 —4F) <3 Rp, (59) 
Wird 
DINGS Dies 


gesetzt, so lautet die Differentialgleichung fir den hier zu behandelnden Fall 
% 30’ osinzyn 
?, I+osinayn 

Da wenig Aussicht besteht, die Lésung dieser Differentialgleichung auf analytischem Wege zu 


finden, soll sie numerisch integriert werden, wobei die in Ziff. 7 gemachten Ausfihrungen Ver- 
wendung finden sollen. 


®, = ps (1+¢@sin m7). (60) 


Gema8 (38) sind folgende Randbedingungen vorzuschreiben: 
[P.]n—0 = 0, [P.],-1 = 0. (61) 


Ausgehend von der Diferentitgleichung 9) Witd Paneprechend (36) geschrieben: 


sinz& 
©, =3 27? of [tthe ®,+P.(1-+esinx8)]d6 + Dy, 


(62) Loe 


met : 
; , = 3 nt off (reat D, +7. (1+esin x8) dédé+ Din +E,. 


Das der Drterentialaisichwag (60) zugeordnete Variationsproblem laBt sich nach (49) in folgender 
Weise schreiben: 


mall 


gs ia a a a 


in = ; 
) [[be + 5897 atl oh + ps(1+ @ sin x7) | dn =n) 4 (63) 


vitee 


‘Den Aus driicken (39) entsprechen 
§ 


: n 

a, = 5 Ly 
q are Gag = 3.29 [ff p.(L+esinné) dEdE+ Dagny +E (64) a 
- esNOOKD Hi 
und 

: - ane : 
= 4,——sat¢ ff tet. Taoanay O246 dé + AD yn + AEy, (65) 


‘worin die Integrationskonstanten De E29, A D,, A E, aus den Randbedingungen zu bestimmen 


sind. ‘Gleichung (40) lautet in diesem Fall v 
=| e, . d, =@,;, —A D, . (66) rf 
: - 
=e (41) wird jetzt eine Naherungslésung_ | 
z @, =k, t(O7) ss, 


-eingefuhrt. Der Faktor & soll so gewahlt werden, daB der in (63) variierte Integralausdruck einen 
tationdren Wert annimmt. Fihrt man dementsprechend den Naherungsansatz pis in (63) ein 


a bildet 


1 
\ 3 i —— Ai . = 


0 erhalt man es Bier. der Differentiation und Auflésung nach k 
“ ~ om 7 : 
5 ps f (1+ esinan) ¥, dn 


k= —— 9 ____________. (68) 
f (Pitt Bate ena len 
-“ (67) in (65) eingefiihrt, so Soa sich . 
; Ad, =n3.ate ff ite W,ab as + AB yn + AB, 
Nach (42) gilt : 
av,-—sate | f Tega W, dé dé+AD.n + AEy, 


und man erhalt gemaB (66) den gegeniiber @, verbesserten Wert ®, zu 
®, = ®,,-—kAW,. (69) 


Bei Auswahl einer ersten zu schatzenden Funktion Y, ist es naheliegend, es zuniichst mit 
Pz, nach (64) zu versuchen: 


Y, a: D2 : . 
Ausfihrung der Integration, die auf elementare Weise erfolgen kann, liefert mit den Rand- Rh 
bedingungen (61) Bae? 
| | ¥,=— +p. (2 (1—7)]. (70) a 


15* 


i ‘ ¥ eo Of" Coa eo . 
+. Os A h r Wink oF ie ACN ae 
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Wenn man dies in (68) beriicksichtigt, erhalt man fiir den Faktor k folgende Formel: 


1 

: 2 
[G+ @sinaen) | bsinary + (1 n)|an 
0 


k TH 1 1 9 2 1 8 2 . p2 2 d (7) 
Dp i2e My 2, &osinaH om ae ate } d 
x{(S cos%n—2y+1) dy Rstrnt ey sin 2 + 4 (1—%) y 
0 
ay a2 ay 06 a8 10 Wird das Verhaltnis 9 =6b/R=1 ge- 


7 setzt, und werden die Integrationen 
ausgefiihrt, was wohl am zweckmaBig- 
sten auf numerischem Wege erfolgt, so 
erhalt man den Wert 


k= 0,425. 


In. Abbi 4 usind, ©, —k¥2, ung) 
@®=P,—kAW, ibereinander aufge- 
tragen. Aus den geringen Abweichungen 
der Kurven erkennt man, da®B das Er- 
gebnis nach (69) eine befriedigende 
3 Naherung fir die Funktion @, darstellt, 
Abb. 4. Vergleich der Funktionen , und ,. deren Genauigkeit fiir die Praxis im all- | 
gemeinen schon ausreichend sein dirfte. | 


fOr 


Nachdem die Differentialgleichung des Problems auf diese Weise der Lésung zugefihrt ist, 
bereitet die Ermittlung der Schnittkrafte keinerlei grundsatzliche Schwierigkeiten mehr und 
soll hier im einzelnen auch nicht verfolgt werden. Erwahnt sei lediglich noch, da®B man selbst- 


verstandlich die verbesserte Funktion ®, zu verwenden hat und nicht etwa den ersten Naherungs- | 


ansatz O,=k¥,. Ferner ist die Ableitung der Funktion, die ja zur Bestimmung der Schubkrafte. 
benétigt wird, durch Integration gemaB der ersten Gleichung (62) zu errechnen und nicht etwa 
durch Differentiation. 


(Eingegangen am 28, Juni 1948.) 


Anschrift des Verfassers: 
Dr.-Ing. Wolfgang Zerna, 10 North Parade, Whitley Bay, Northumberland (England). 
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Ein Verfahren zur Lésung eindimensionaler Ausgleichsvorginge. 
Von K. Steinbuch. 


1. Einleitung. Die Differentialgleichung 
As avg ate 


Fae 0x” f (1) 


tritt unter verschiedenen physikalischen Auslegungen auf: 


1. bei der Warmeleitung (a?=Temperaturleitfahigkeit, v= Temperatur), 
2. bei der Diffusion (a?= Diffusionskoeffizient, v= Konzentration), 


3. bei der Reibung in laminar strémenden Flissigkeiten, wenn die Geschwindigkeit nur yon 
einer Koordinate abhangig ist (a? =kinematische Zahigkeit, v= Geschwindigkeit senkrecht 
zur x-Achse), 

4. bei der Telegraphengleichung, wenn die Induktivitat und Querableitung vernachlassigt 
werden kénnen (a?=1/RC, wobei R=Widerstand je Langeneinheit, C Kapazitat je 
Langeneinheit, v= Spannung). 

Das hier beschriebene Verfahren ist unter dem Zwang entstanden, bei einem technischen 
Problem (etwa von der Art des durchgefihrten Beispiels) zahlenmafige Angaben zu machen. 
Nachdem Lésungsversuche mit verschiedenen mathematischen Methoden zu keinem Ergebnis 
fihrten, entstand das Verfahren bei eingehender Beobachtung physikalischer Vorgange. Es sei 
deshalb erlaubt, der Herleitung eine physikalische Anschauung zugrunde zu legen. Entsprechend 
der Entstehungsweise wird auf Fragen, die vom streng mathematischen Standpunkt aus wichtig 
-erscheinen, weniger eingegangen. Das Verfahren leitet seine Berechtigung ab aus der Uber- 
-einstimmung mit Messungen sowie aus der sehr starken zahlenmaBigen Konvergenz. Seine 

Bedeutung liegt in der Anpassungsfahigkeit an die verschiedensten Randbedingungen. 

Als Vorstellungshilfe wird die laminare Reibung in Fliissigkeiten herangezogen. Im Ab- 
_ schnitt 5 wird dann gezeigt, wie das Verfahren auf die anderen physikalischen Vorgange an- 

gewandt werden kann. ' 

Haufig treten folgende drei Randbedingungen auf, die gleichzeitig zu befriedigen sind: 

Randbedingung(0): Fir t.<0 ist das ganze System in Ruhe. Das ,,System“ besteht aus 
einer unendlich ausgedehnten Ebene bei x=0 (die dann entsprechend der Randbedingung (L) 
in sich geradlinig, also senkrecht zur x-Achse, verschoben wird), einer Flissigkeitsschicht zwischen 
x=0 und x=x,, sowie einer ,,Wand“ bei x= x, (siehe Randbedingung (R)). 

Randbedingung (L): Zur Zeit t=0 wird die Ebene x=0 bewegt, und zwar so, daB entweder 
die Geschwindigkeit unstetig auf einen konstanten Wert v, iberspringt (Anlauf) oder die Ebene 
ruckartig um die Strecke s, verschoben wird (StoBvorgang). Das Verfahren liefert ebenso die 
Lésungen fiir die Falle, in denen die Beschleunigung der Ebene x—0 oder eine andere zeitliche 
Ableitung der Geschwindigkeit unstetig einen konstanten Wert annimmt. 

Randbedingung (R): Wahrend zwischen x=0 und x=x, sich eine zahe Flissigkeit be- 
findet, fiir welche die Differentialgleichung (1) gilt, befindet sich in dem Raum x > 4, ein starres 
Medium, dessen Bewegungsgesetz durch seine Masse und die Schubkraft infolge der Flissigkeits- 
reibung bestimmt ist. Wenn mit m seine Masse (je Flacheneinheit) und mit / die dynamische 
Zahigkeit der Flissigkeit bezeichnet wird, dann gilt 


Male a elec (R) 


Beziiglich dieser Randbedingung (R) sind zwei Sonderfalle wichtig: Erstens m = 0, das heift, 
die Flissigkeit grenzt bei x=x, an eine feste Wand 


ko) > he ok (Rw) 


zweitens m=0, das heifBt, bei xx, befindet sich eine freie Oberflache. Dann gilt’ 


Co) ate (Ry) 


te 


a / 
, 
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Lésungen der Differentialgleichung (1) bei Erfillung der Randbedingungen (0) und (L), aber — 


ohne (R), sind in der Literatur haufig angegeben1. Fir den einfachen Sonderfall der Rand- 


bedingung (Ry) sind Lésungen bekannt®. Auch diese wurden mit einem Spiegelungsprinzip — 


abgeleitet, wie es im folgenden angewandt und’ erweitert wird. 


2. Das Verfahren, ae einfachen Beispielen durchgefiihrt. Der Verlauf der Geschwindigkeit v 


in Abhangigkeit von der Zeit t und dem Ort x (0<x <x,) wird als Feldfunktion, der am Orte 


x =x, als Grenzfunktion bezeichnet. Dabei ist die Grenzfunktion nur noch von t abhangig, 
nicht von x. Um das Verfahren verstandlich zu machen, werden zunachst einige einfache Sonder- 
falle ohne Schematisierung durchgefihrt. 

Gegeben sei eine ruhende Flissigkeitsschicht zwischen x=0 und x=x,, die bei x= x, eine 
freie Oberflache hat. Beginnend zur Zeit t=0 wird die Begrenzung bei x=0 mit einer konstanten 


Geschwindigkeit v, bewegt. Am Anfang — kleine t — wird sich die Feldfunktion so verhalten, — 


wie wenn die Schicht unendlich dick ware, und man kann die fir diesen Fall ibliche und bekannte 
Lésung ; 
2aVi 2aVet 


als erste Naherung ansetzen. Dabei bedeutet 
x 


: 2a Vt 
2 
®@ 3 =e —» dy 3 
(Gare) ze 2 (8) 
das normierte Fehlerintegral und 
(| Ope yea’. 4 
Gar) = ° Ga) | (4) 


Die im folgenden haufig auftretenden Ableitungen des Fehlerintegrals werden durch hoch- 
gestellte rémische Indizes gekennzeichnet und sind in der Tabelle 3 ausfihrlich ‘Zusammen- 
gestellt. 

Die Naherung (2) hat fir x=x, einen Gradienten der Geschwindigkeit 


Ov 1 ae 

ee ° 2aVi (aK ) (5) 
Ein solcher Gradient bedeutet eine Schubkraft, wie sie an einer freien Oberflache nicht auftreten 
kann. Deshalb wird der Feldfunktion (2) eine Geschwindigkeitsverteilung v@) tiberlagert, die 

diesen Gradienten zu Null macht 

2%, —x 
y@Q) =_— @o ade NES e 

o ( 2aVt ) (0) 
Da diese Korrektur an der Feldfunktion durch Spiegelung an der Ebene x, aus ihr entsteht, 


wird das Verfahren als Spiegelungsverfahren bezeichnet. Nun ist aber fiir x=0 nicht mehr 
v=Vp, sondern 


2% 
Veg FVD, =U E @? = F 
| Bir dmeae alors) (7) 
Um hier wieder die Bedingung. v,_9=vg zu erfiillen, wird eine weitere Korrektur angebracht 
2x,+% . 
vl?) = uv, D9 (—— ). 
: ( 2aVt a 


Auch diese kann man sich wieder durch Spiegelung der vorhergehenden an der Ebene x=0 
entstanden denken. Die Fortsetzung des Verfahrens ist leicht zu tiberblicken: Um die Schub- 
kraft von v!?) bei x, zu kompensieren, wird 


4 x;—x 
v@) = 4+ 9, D9 (tb 
ito Oh eee) (9) 
hinzugefiigt, um bei x=0 wieder vy zu bekommen, 
4x,1x 
(4) — — », Oo (4 
i i: ( 2aVi ‘ ee. 


1 Frank-Mises, Die Differential- und Integraleleichun der Mechanik und Physi a i 
und Diffusion. Braunschweig 1927. spe Ore len ene eo ne ae se 


2 Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften. Leipzig 1903 u.1923. Bd.V. 4. Wa i 
E. W. Hobson und H. Diesselhorst, Seite 189-190, 222. Gh Weiaiserewcase 2 


v= [1-9(—*_)] =-4@(—*_) (2) 


Brocpp ver 
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-und man erhalt hier das leicht zu durchschauende Entwicklungsgesetz 
a=o 


Seer Dae 1)" |e ee ae) 7) (FA=')] (11) 


Bei der zahlenmafigen Auswertung dieser Reihe zeigt sich, daB sie auGerordentlich stark 


konvergiert. Berechnet man z. B. (durch Interpolation) aus (11) die Zeit, fiir welche bei 
x=x, die Geschwindigkeit v=} v, ist, so fallen alle Glieder mit Ausnahme der beiden ersten 


xy 3% 
@° ( raise )+ Pp ( rs iF ) unter die Genauigkeit sechsstelliger Tafeln!. Man erhalt v(x,) =} v, 


fir 2=0,380, xj/a®. Fur sehr grofe t ist die Konvergenz nicht ganz so gut, doch macht dies 
_praktisch wenig aus, weil sich dann v asymptotisch dem Grenzwert v, nahert. 

Mit dem Prinzip der Spiegelung l4Bt sich auch die Lésung fiir die Randbedingung (R,,) in 

_geschlossener Form darstellen. (Bei x=, befindet sich also eine feste Wand.) Wiederum wird 


yon (2) ausgegangen . 
| ne 
i ” ( 2aVe )- 


Um die Randbediteune (Rw), v(x,)=0, zu erfiillen, wird tiberlagert 


2% 
(2) = a vet So 12 
aes ( 2aVt C2) 

Nun muB bei x=0 wieder v=v, hergestellt werden: 

2%,+% 

(2) = — vy, ©9 | —__ + —}, 13 
<a ( 2aVi ) (13) 

Das Entwicklungsgesetz ist leicht zu durchschauen: 

— 2% %4—% 2(a—1) x,4+% 

= @? (—_+_—_} — @ (——_ ic 14 
K 0 | Gar ) ( 2aVt ) Sa 


_Auch hier findet man dieselbe starke Konvergenz der Reihe bis auf sehr groBe Zeiten. Fiir diese 

kann man jedoch den (asymptotisch erreichten) Ansatz des stationaren Zustandes machen: 
Spe ee (15) 

st 

Bisher wurde als Randbedingung (L) angenommen, daf zur Zeit t=0 die Geschwindigkeit v 
‘an der Stelle x=0 von dem Wert Null auf den Wert v, tberspringt (Anlaufproblem). Ebenso 
leicht 1aBt sich mit dem Verfahren auch der Fall behandeln, da® zur Zeit t=0 die Ebene x=0 
ruckartig um die Strecke sy verschoben wird (Stofproblem). Da die Differentialgleichung (1) 
linear und homogen ist, stellt die Summe zweier Lésungen selbst wieder eine Lésung dar. Wenn 


man nun, beginnend zur Zeit t=0 den Ansatz v= —v, @° ( des Anlaufs macht, und 


ave) 
2aVe 
diesem, zur Zeit t=At beginnend, einen entgegengesetzt gleichen tiberlagert, so hat man ins- 
_gesamt die Ebene x=0 um die Strecke sy=At-vy verschoben und erhalt als Feldfunktion 


v= — 190 (5) + wf? (sae): 


Mit 


Ua) oe Noel) an : OT) 


wird daraus 


es a 0 of 1 
D = yal Gen eae (16) 
Mit den Ausdriicken von Tabelle 3 gibt dies 
or eb I x = OG Rete 16 
lige Se Aare A ear ee Game nee) 


Diese Feldfunktion stellt eine von x=0 nach x—>oo laufende ,, Welle“ mit stark abnehmender 
Amplitude und Geschwindigkeit dar. Die groBte Geschwindigkeit zu einer gegebenen Zeit ergibt 
sich aus ; 1 


BO ee Ogre) = ae Gare) 


1 7. B. E. Jahnke und F. Emde, Funktionstafeln. 3. Aufl. Leipzig und Berlin 1938. 


a ese t,o wi Sea 8 eee 
, Di Nae tea Lt rae ke a 
_— oS <0 po ER ee 
| ee ER aca, | 
; a 


cs 
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an dem Orte 


Svmax = aV2t . (17) 
Hier wird die Geschwindigkeit ig? OQ 
So I V 9 wr S50 18 
Vinax = — gi OU (—-) = 0,2419, >. (18) 
Die héchste Geschwindigkeit an einem festen Ort erhalt man aus 
dv So 1 II xe ‘ \ 1 Xx pul me x 
Slay wea al ae Gaz) a Pam) Galt 
zur Zeit 
Orn 
ty max cai 6a b) (19) 
namlich 
ong} V3 a 
Umax = Soo or ; ) = 0,9246 85. (20) 
Aus (16) ergeben sich die Verrickungen, welche die Flissigkeitsteilchen erfahren, zu 
t t i 
a Ey RU Pe ye ee Se 0s ee 21 
s= fod [oe $y eee) dt $2 es (21) 
also fir t — © 
Siry4o = So ° (22) 


Das heifSt, samtliche Flissigkeitsteilchen machen letzten Endes die Verschiebung der Ebene x=0 
in ihrer vollen GréSe mit. 

Mit dieser urspringlichen Feldfunktion (16) lassen sich alle MaSnahmen, die zu den Glei- 
chungen (5) bis (14) fihrten, wiederholen. Uberall tritt an die Stelle von vy die Verriickung sy 
und an die Stelle des Fehlerintegrals seine zeitliche Ableitung 


Ne) are 


So erhalt man fiir den StoSvorgang bei freier Oberflache [entsprechend (11)] 


a f) — atone 2(a—1) x, +x) of 2 eae 
SEE ca Nt | Oo yaat ) Pears Jk ee 
fir den StoBvorgang bei einer starren Wand [entsprechend (14 
gang Pp 
ne oY yt ‘ 2a xy— x 0 2(a—1) x,+% 24 
Pamela Aare a h ea 


3. Erweiterung des Spiegelungsverfahrens auf die allgemeine Randbedingung (R). Nachdem 
in diesen einfachen Beispielen (Sonderfalle der Randbedingung (R)) das Spiegelungsprinzip aus- 
fihrlich angewandt wurde, mu man jetzt das Verfahren schematisieren, um die bei der all- 
gemeinen Randbedingung (R) wesentlich zunehmende Rechenarbeit in ertraglichen Grenzen zu 
halten. 


Durch Vergleich von (2) und (16) erkennt man, da das Problem — ohne (R) — gelést wird 
durch eine Funktion 


0% 9 (2B x+% 
a? ( 2aVi ie a 
Dabei ist festzuhalten, daB F%(2 6x, +x) auch eine Funktion von t ist, wenn dieses auch nicht 
angeschrieben ist. Beim Anlauf war «=0, beim Sto8 «=1. Auch mit «=2 erhalt man eine physi- 
kalisch durchaus sinnvolle Bedeutung: die Ebene x=0 wird um die Strecke sy ruckartig vorwarts 
und nach der Zeit At ebenso wieder zurickbewegt; dabei soll At—+0 gehen, s, aber in dem MaB 
wachsen, daf s, At endlich bleibt. Auch negative Exponenten treten auf: 


F-#(28% 42) = [f ee foo (FEE) ade. at (25a) 


2aVet Per ae 


Fe(26x,+x)= 


eel 
a 


F-! beschreibt den Vorgang, daB die Ebene x=0 mit konstanter Beschleunigung bewegt wird; 
F~? den Vorgang, da die zweite Ableitung der Geschwindigkeit konstant ist, usw. : 


Pee a) Gay Grek © reps A, iy 
SAN cae ie Rae ie, oe 1 OVS 
z eure rat 7) ay ae aid 
rs) r + 7 »: : 7 
! 
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Aus der Randbedingung (R) erhalt man durch Umstellen und Integration 


t : ; 
a= id Veelen tt 


Durch diese Operation erhalt man aus der Feldfunktion v die Grenzfunktion v(x,) infolge ihres 
durch die Reibung ibertragenen Impulses. Da sie sehr haufig angewandt wird, sei ein Operator 
derartig definiert, daB 


fd 
W() xx, aa —— [* (e)s-4 dt 
Ane ? 0. 
oder mit (25) 
t 
a A ’) 
v(Fe@bx +2) = — 3) fgg PO Bata) at (26) 
0 
ist. Damit wird , 
v(x) = Y(Y) rm (26a) 


Fur yw ergeben sich aus der Definition und aus (1) folgende Rechenregeln: 


t t 
ppk? = Fe = = Joe faeh tee gee didi =, [ Feds 


0 x2 m? a 3 
oder 
y? Fe — K2 Fe-!l (27) 
mit 
A 


Ferner sind folgende Vorzeichenregeln zu beachten: 
yp Fe (2 Bx 4+ x)s-0 = — p F4 (2 Bx, — 2).-0; (29) 
wy? F*(2 Bx, 4+ x).-9 = + yp? F*(2 Bx, — x),20- (30) 
Mit der Einfihrung der Symbole F* und yw ist das Werkzeug zur schematischen Durch- 
fiihrung des Spiegelungsprinzips geschaffen. Weiter unten werden die entstehenden Ausdriicke 


pF, py? F* usw. auf tabellierte Funktionen zuriickgefihrt, zunachst erscheinen sie nur in ihrer 
impliziten Form. In Analogie zu (2) und (16) wird als primare Feldfunktion benutzt 


v= CF (x); (31) 
GemaB (26a) erhalt man zu dieser Feldfunktion die zugehérige Grenzfunktion 
v(x) = — Cy F* (x) . TEN (31a) 


Dieser Wert v(x,) ist aber nicht identisch mit dem, der sich aus der Feldfunktion (31) durch 
Einsetzen von x=x, ergibt. Doch so wie oben (z. B. (6)) ein Versto8 gegen die Randbedingung 
(R) durch eine gespiegelte Welle kompensiert wurde, so wird auch hier an der Feldfunktion eine 
Korrektur v@) angebracht | 
v2) = C [yp F* (2 x,— x) + F*(2 x,— x)]. (31b) 
Unter Beachtung der Vorzeichenregel (29) erkennt man, daf sich fiir x=x,, aus v+v( tatsach- 
lich derselbe Wert wie aus (31a) errechnet. Mit diesem Ausdruck v-+v(@) fiir die Feldfunktion 
wird aber sowohl gegen (R) als auch gegen (L) verstoBen. Um (L) wieder zur erfillen, wird als 
nachste Spiegelung unter Beachtung der Vorzeichenregel gewahlt 
v2) = C [yp F* (2 x) + x)— F*(2 x7 x)I]- (31c) 
Nun ist (L) wieder erfillt: 
v(0) + v0) (0) + vo) (0) = C F* (0). 
Um (R) wieder einzuhalten, muB die Schubkraft der beiden letzten Spiegelungen v() und v() 
beriicksichtigt werden. Man erhalt durch Anwendung des Operators y auf v@) und v(?) eine 
Korrektur der Grenzfunktion 
Aye Yy = pv) + vl) = C [y? 4 (x4) + yp? Fe (3%) —y F*(%)—y F4(3 m)]. (31.4) 
Dieser neue Wert der Grenzfunktion v,+4,.v, ist aber wiederum nicht identisch mit dem, der 
sich aus v+v()+-v(2) durch Einsetzen von x=x, ergibt. Dieselbe Uberlegung, die oben auf v(’) 
fiihrte, bringt nun als nachste Spiegelung 


v3) = C [y? F(2 x, —x)+ yp? F4 x, —x) py F%(2 x, —x) +2 pF(4 x, —4) + F(4 x, —x)]. (31e) 


if 
| 
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So zeichnet sich das Verfahren als eine mechanische Wiederholung folgender drei Takte ab: 


a) Durch den Vorgang, den die Randbedingung (L) beschreibt, lauft eine ,,Welle“ von x=0 | 


bis x=, . Argument der F*: x, 2%,4+%, 4%,+4%,.... 
[siehe z. B. (2), (16), (31), (31¢)]. 
b) Diese ,,Welle (und evt. ihre Vorgangerin) bewirken durch ihre Schubkraft (Operator yw) 
eine Korrektur an der Grenzfunktion [z. B. (31 d)], 
Aja ty = y(vO+v), 
Aga Vy = p(v)+v4)) usw. 


« 


c) Die korrigierte Grenzfunktion figt sich nicht stetig in die Feldfunktion ein. Die Differenz: 


wird durch die nachste Spiegelung, eine von x, nach x=0 laufende ,,Welle‘’’ behoben. 
Argument der F%: 2x,—x, 4%,—x, 6%,—%, . 
[siehe z. B. (6), (9), (12), (31b)]. 
Schematisch v@) = vy, — v 
v3) = A, v, — v) 
v5) = Ag, v, — v(4) usw. 
Die in folgender Tabelle 1 angeschriebenen Spiegelungen dirften bei der starken Konvergenz 
des Verfahrens zur zahlenmaBigen Berechnung praktisch vorkommender Aufgaben im allgemeinen 


ausreichen ; auch fiihren die héheren Naherungen — so leicht sie implizit zu gewinnen sind — 
zu explizit sehr unhandlichen Ausdricken. 
Tabelle 1. 
Feldfunktionen: : 
eo =~ F(a) 
(1) 
Oe =+ypF%(2 x, —x) + F%(2 x, —x) 
(2) 
a =+yF*(2 x,+%) — F%(2 x%,+2) 
(3) / 
ra =+y? P(2 x,—x)+y? F(4x,—x)+y F(2x, —x)+2ypF*(4x, —x)+F (4%, —x) 
vo) 


c= —y? Fo(2 x,+ x) — yp? F%(4x,4 x) + ypF%(2 x4 *)4+2 pF(4 x, +2) —F%(4 x,+x) 


(5) 


a =-b pi F4(2 x,—x) + 2 pi F%(4 x, —x) + pe F%(6 x, —x) 
fy? Fe(2 x, —x) + 4y2Fo(4 2, —2) +3 y2F4(6 x, —2) 

+ 2p Fo(4 x, —x) + 3y F%(6 x, —2) 

i + F°(6 x, —x) 
So = ty Fl mtx) +2 ps Fe(4 x, +2) + pe F(6 +2) 
=p? F%(2 x + x) — 4p? F(4 x, + x) —3 yp? F%(6 x1 + x) 

+ 2p F%(4x,+ x) + 3 pF%(6 x,+x) 

( 


Grenzfunktionen: — F*(6 x, +2) 
v 
va = —pF*(x)) 
Ajo Es 


Ca yt R(x) + yr F238 x) —p P(x) —p FR x) 
Aad; 
SE = P(x) — 2p Fo(3 x,) — yr F(5 my) 
+p? F%(x)+3 p? F%(3 x1) +2 p25 x) 
V4 — pF (3 x) —pF%(5 x) 
s . 
CS byt (x) + 2 pt B23 xy) +3 pt FS xy) + pt F4(7 x) 
—p3 F2( x1) —3 yp? F2(3x,) —Tp3 F(5 x) —3y3 F(T x1) 
+ p23 xy) +5 y2FA5 x) +3y2F “(7 x) 
—pF*(5 x.) —pF*(7 x) 
Zur Anwendung der Tabelle 1 sei klar- gesagt: Soll die Feldfunktion berechnet werden, 


dann addiert man von den unter ,,Feldfunktionen‘‘ angeschriebenen Ausdriicken soviel 
vo) o)+-v)+..., als man nach der erwiinschten Genauigkeit zu brauchen glaubt; praktisch 


5 etl : hot j 
aler Ausgleichsvorgange. 


¥ g 
f 4 | 


—— a 
ee On ee eee! ee ee eee 
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kommt es darauf heraus, daB man schon nach drei oder vier Gliedern unterhalb der Genauigkeit 
der Tabellierung ist. Entsprechend berechnet man die Grenzfunktion v,+Aj.0;+45401 +-:- 


Aus der Tabelle 1 erkennt man, daB es sich bei dem Verfahren lediglich um die Bestimmung 
der Koeffizienten handelt, mit welchen die Potenzen des Operators wy auf die verschiedenen 
Argumente (x,, 2 x,—¥x, 2x,1+4%, 3 x, 44%—*x, usw.) in den einzelnen Spiegelungen v, vQ), vl) 
usw., sowie in den Korrekturen A,,0,, Ag4v, usw. auftreten. In der vorstehenden Tabelle 2 sind 
diese schematisch dargestellt. Bemerkenswert ist, daf bei dieser Darstellung in der Hauptdiagonale 
die Binomialkoeffizienten auftreten. 


Zur zahlenmafigen Auswertung des Verfahrens miissen die Funktionen wy" F* noch explizit 
dargestellt werden. Zu ihrer Berechnung werden die Ausdriicke der Tabelle 3 benutzt. 


Tabelle 3. 
2 § 
OVE) = O(E) 1 =je/ e-? dy 
0 
d £9 
ie) ae OE) See 
a 
OM) = Fp OE) = — 26 OT(6) = K,O'(é) 
dad? 
ONE) = (2) = (4-2) O12) = K, O1(8) 
PIV (E) = (—8 E + 12 €) ONE) = K,O"E) 
@Y (E) = (16 &4— 48 £2 + 12) B(E) = K, ©1(&) 
@VUE) = (—32 £5 + 160 £3120) 1 (E) =. K, ®'(é) 
PVE) = (64 £8 —480 £4 + 600 2-120) O7(é) = K, @'(é) usw. 

Die Klammerausdriicke K, sind bis auf die entgegengesetzten Vorzeichen der geradzahligen 
K,, mit den entsprechenden Hermiteschen Polynomen identisch und gehorchen der Rekursions- 
formel Hike 

ia dé —2EK, 
Tabelle 4, 
2 . 4s 1 IV 2B x44 
# st es! Clee 
; fa 1 2B x,;+x 
yp Pisre KG) e eT ies 
81/2 ( 2aVt (Abkiirzung [XS es 
p? F2= K? F UE Ree oe pu (*E22") ma | 
2aVt 
pi F2=K2y F! Seas : = @! e eS | 
alt 
p! F2= Ky? F1=K4 F9 =+4 K* p Gs | 
alt 
yo F< K?y? Fi K4 y FO = Ks |7P 1% go (2F ee ica es =| 
a 2alt 2QaVit 
yp’ F2= K2y! P= K4y? Fo + K® [(: Chae) @° es “ak2) u ou i az2)) 
alt 2ZaVt 
7 = 26 x x)* ae a 
yp? F2= Ky? Fl= K*y? Fo= + Kr] (‘ — x) nate ae ») o1(2F 25") le eae! | 
2at? eT 2p MEX 
b Teyereomes) eee 
ps F2= K2y Fl=K4y4 F°= + K8 (5 1(2 Bere | (2B a - D eb ae") 
ue w 2aVi 
52) t(2B xy +x) 917 /2B tex 
Ge 1 94 a? )® Eee 
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4. Erweiterung des Verfahrens auf eine beliebige Randbedingung (L). Bei den bisherigen 


_ Ableitungen wurde die Voraussetzung gemacht, daB (L) aus einem einmaligen, unstetigen Sprung 


- von 0v/dt, v, Jvdt usw. an der Stelle x=0 zur Zeit t=0 besteht. Mit den bisherigen Methoden 


kann die daraus resultierende Feldfunktion v(x,t) oder Grenzfunktion v,(t) mit beliebiger Ge- 
nauigkeit berechnet werden. Wenn nun eine beliebige andere Randbedingung (L) V,_, analytisch 
oder empirisch gegeben ist, so kann diese — analytisch oder graphisch — in ein Integral oder 
eine Summe von EinzelstéSen aufgelést werden, und man erhalt die Gesamtlésung als eine 
Uberlagerung der Auswirkungen der Einzelstéfe: 


e=t 
Uaiiremsein (x,t) rm | V(e) Cminceletos (x,t —e) de. (32) 
e=—0 
Die sich hieraus ergebenden Integrale werden einer geschlossenen Integration im allgemeinen 


nicht zuginglich sein; dagegen ist die graphische Auswertung der Summe 
n=t/Ae 


Ualigemein (x, t) = > yi (n A e) VBinzelstoB (x,t —n A e) (32 a) 


stets leicht méglich. i 

5. Bemerkungen zur Anwendung des Verfahrens. Wenn auch bei der Ableitung immer wieder 
von hydrodynamischen Vorstellungen Gebrauch gemacht wurde, so kann doch das mathe- 
matische Schema in genau derselben Weise auf Probleme der Warmeleitung, Diffusion und 
Telegraphengleichung angewandt werden. In Tabelle 5 ist zusammengestellt, welche physikali- 
schen GréBen einander entsprechen. Wahrend bei Reibung, Warmeleitung und Diffusion die 
geometrischen Vorstellungen einander gleich sind, handelt es sich beim elektrischen Beispiel 
um eine Doppelleistung verschwindender Induktivitat und Querableitung, die an ihrem Ende 
mit einer konzentrierten Kapazitat C, abgeschlossen ist. 


Tabelle 5. 
: ; z Aa bed Telegraphengleichung 
| Laminare Reibung Warmeleitung (ean LAG} 
, SD Ait 8 00 Toe Dee uae. Lala 
D fo Se ears dias qos Use x at RC 0x 
dv dv ad 0b 1 /odu du 
SO Cee cas 
B) A ( 0 x ae m/( ot ee 0 x / x= xy ae t X= HY R 0 x =X Co Ot ey 
v = Geschwindigkeit 0? = Temperatur u = Spannung 
i i= Zeit t= Lert t = Zeit 
x —Ortskoordinate x = Ortskoordinate x = Ortskoordinate 
g spi Des aan Ve 
: ae oO Pe Veos en, 
2 = Zahigkeit 1 = Warmeleitfahigkeit R = bezogener Widerstand 
On) Dichte 0 = Diehte C = bezogene Kapazitat 
| s = spez. Warme 
m = Masse je Flache m = Warmekapazitat je C, = Kapazitat des Ab- 
‘ Flachéneinheit schlusses 


6. Beispiel. In einem langen Hohlzylinder (Innenhalbmesser r,=10 em), befindet sich koaxial 
drehbar gelagert ein Innenzylinder (Halbmesser r,=9 cm mit dem Tragheitsmoment je Langen- 
einheit T/h=10150 [gr cm]). Krafte werden zwischen AuSfen- und Innenzylinder nur durch die 
x,=1 em dicke Wasserschicht zwischen beiden tibertragen. Wie bewegt sich der Innenzylinder, 
wenn der Au®enzylinder ruckartig um den Winkel gp) gedreht wird ? 

; : ; ; ; gr : ; 

Fur Wasser von 20° € ist die Zahigkeit A=0,01 ||. die Dichte o=1 eae Damit wird 
a? = Ajo = 0,01, also a=0,1. Aus der Beziehung: Winkelbeschleunigung x Tragheitsmoment 
= Drehmoment ergibt sich hier fiir die Randbedingung (R) 
t= se =2(S |, K= Be ee LE 0,045 y Co. Kt =0,0020%. 


“haar 2278 cm? jae. 2,220.1 


m 


CNT ae Aa Csi hy OM ba Marisa ea oh 8) 
RO es My Lat iy at A a en 
\ te Ny ~ ae th ie 
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Mit diesen Zahlenwerten ergibt sich unter Verwendung der Tabellen 1 und 4 fiir die Winkel- 
geschwindigkeit w, des Innenzylinders 


Os Bab Aamo y(t yt PY) +y2 F103 x) pF (my) <p PHB) + 


aa PM Gas) + Ga) ele) eee 


Die Winkelauslenkung y, des Innenzylinders ergibt sich unter Beriicksichtigung von (27) durch 
Einsetzen von F° an Stelle von I? sofort zu 


Sf Ort Arr te-)de ; 
RAO — = —y F(x,) + yp? F(x) + yp? FO(3 x) — yp F(x) —y F9(3 x) t+--- 


= Kavi o GA) te Cae) tO Gar te Gare) t 
+ Ke 0925) (4 35) — 5 Ogee) +O Gore) (+ ae) 2a) 


Wird z. B. die Auslenkung des Innenzylinders nach t=25 sec gesucht, ergeben sich folgende 
Zahlenwerte: 


cd oe 1 of we, oS 

2aVi D0, Venio5n 2aVt 
@©%(1) = —0,1573, (1) =+0,4151, @" (1) = —0,8302, 
(3) = —0,000021, @'(3)=+0,0001, po" (3) = —0,0008 . 


Bei Beniitzung der nachsthéheren Naherungen wiirde als Argument der Fehlerintegrale | 


5 x,/2a V t = 5 auftreten. Diese wiirden damit so klein, daB sie unter die Genauigkeit der vier- 
stelligen Tafeln fallen. Hier ergibt sich 


PrP58e°) _ 9,945 [2 . 5 - 0,4151 +20 - (—0,1573) + 5+ 0,0001 + 30- (—0,000021)] + 
+ 0,00202 [(— 0,1573) (25+50) + 12,5 - 0,8302 + (—0,000021) (25+450) —12,5 (—0,0008)], 
also Y1(25 sec) = 0,044 q- 


Entsprechend Gleichung (22) wird fir t—»co auch hier i=» d. h. durch die ruckartige 
Drehung des AuBenzylinders andert sich die Relativlage des Zylinders nach langer Zeit nicht. 
Diese Aussage konnte experimentell mit groBer Genauigkeit gesichert werden. 


(Eingegangen am 7. Juli 1948.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. Karl Steinbuch, (14a) Waiblingen a. d. Rems, Haydnweg 3. 
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Die eingespannte Rechteckplatte. 
Von R. Ohlig. 


1. Ubersicht. Dem Problem der allseitig eingespannten Rechteckplatte ist in den letzten 
Jahren eine Reihe von Arbeiten gewidmet worden. H. Leitz! und V. Lewe® gehen von der frei- 
aufliegenden Platte aus und bringen Jangs der Rander Einspannmomente an, deren GréRe aus 
der Bedingung horizontaler Randtangenten an die Biegeflache bestimmt werden. In ahnlicher 
Weise geht auch Bittner® vor. Die Differenzenrechnung ist von Marcus? als ein einfaches, leicht 
zu handhabendes Mittel ausgebaut worden, das auch Pucher® zur Berechnung der Randauflagerung 
benutzt. Verbessern lat sich die Differenzenmethode noch durch das Interpolationsverfahren®. 
Von Nddai’ rithrt ein Verfahren her, die Randbedingungen durch ein orthogonales System von 
Funktionen zu erfiillen. SchlieBlich sei hier noch auf eine Methode hingewiesen, die Rand- 
bedingungen in diskreten Punkten zu erfillen® oder die Gleichung AA w=0 mittels biharmonischer 
Polynome zu lésen®. Die Lésung des Randwertproblems mittels komplexer Eigenfunktionen 
zeigt Koepcke}®. Es ist ferner auf eine Abhandlung von A. E. H. Love!! hinzuweisen, in der das 
Problem der eingespannten Platte funktionentheoretisch durch Abbildung des Rechtecks auf 
einen Kreis gelést wird. Eine numerische Berechnung gibt Hencky12. Hierher gehéren weiter 
die Ritzsche und die Galerkinsche Methode!® zur Lésung von Randwertproblemen. In diesem 
Zusammenhang ist auch die biharmonische Randwertaufgabe fiir einen beliebigen Bereich!4 
anzufthren, die das Rechteck mitumfaBt, aber der ganzen Problemstellung nach mehr mathe- 
matisches als technisches Interesse besitzt. Aufbauend auf den Arbeiten von Lauricella1® und 
Mathieu'® hat Happel?’ die im Mittelpunkt durch eine Einzelkraft belastete, allseitig eingespannte 
Platte behandelt. Hierbei wird von der von Kneser!® aufgestellten, zur ersten Randwertaufgabe 
gehorigen Greenschen Funktion G fiir das Rechteck ausgegangen. Durch Hinzufiigung einer 
Funktion F(x, y), die innerhalb des Rechtecks ebenso wie G der Gleichung AAw=0 geniigt, am 
Rande verschwindet und deren normale Ableitung die Gleichung 

or-G . oF 


5 “Fy =0, r?=(x—&,)?+(y—7,)? (&,7,-Koordinaten des Aufpunktes) 
m nm 


erfullt, wird auch der zweiten Grenzbedingung der eingespannten Platte Geniige geleistet. Die 
nachfolgend angewandte Rechenmethode knipft an die von Happel gegebene Entwicklung an, 
ohne mit ihr identisch zu sein. Durch Einschaltung der Lésung fiir die auf zwei gegeniiberliegen- 


1 H. Leitz, Z. Math. Physik 64 (1917) S. 262. 

2 V. Lewe, Pilzdecken und andere tragerlose Eisenbetonplatten. Berlin 1926. 

3 EF. Bittner, Momententafeln und Einflufflachen fiir kreuzweise bewehrte Eisenbetonplatten, Wien1938. 

4 H. Marcus, Die Theorie elastischer Gewebe und ihre Anwendung auf die Berechnung biegsamer Platten, 
Berlin 1932. 

5 4. Pucher, Die MomenteneinfluBfelder rechteckiger Platten, Deutscher Ausschuf fiir Eisenbeton, Heft 90, 
Berlin 1938. 

6 R. Ohlig, Ing.-Arch. 16 (1947) S. 64. Auf S. 51 Zeile 8 von unten ist dort folgende Berichtigung vorzu- 

a 04 w 4 d4w op 

BDV ms OYE ak PIN 
m, = my = 0,227 P abzuandern. : 

7 4. Nddai, Die elastischen Platten, S. 182, Berlin 1925. é 

8 F. Télke, Ing:-Arch. 5 (1934) S. 209. — J. Barta, Z. angew. Math. Mech. 17 (1937) S. 184, — A. Pucher, 
Ing.-Arch. 12 (1941) S. 88. 
_ * A, Pucher, Ing.-Arch. 12 (1941) 5S. 90. f 

10 W. Koepcke, Umfangsgelagerte Rechtecksplatten mit drehbaren und eingespannten Randern, Borna- 
Leipzig 1941. 
~ 11 4, E. H. Love, Proc. London Math. Soc. (2) 29 (1929) S. 189. 

12 H, Hencky, Diss. Darmstadt 1913. : 

13 C, B. Biezeno und R.Grammel, Technische Dynamik, S.135. Berlin 1939. i : j 

14 Ph, Frank und R. v. Mises, Die Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik, 1, Teil, 
‘S. 845. Braunschweig 1930. ¢ 

15 G. Lauricella, Acta mathematica 32 (1909) S. 201. 

16 FE. Mathieu, Théorie de l’élasticité des corps solides, seconde partic, S$. 140. Paris 1890. 

17 H, Happel, Nachr. Ges. Wiss. Géttingen, Math.-phys. Klasse, 1914, 5.37. 

18 4, Kneser, Die Integralgleichungen und ihre Anwendungen in der mathematischen Physik, 2. Aufl. 
Braunschweig 1922. 


, auf S$. 54 ist in Abb. 3 der Momentenwert fir ¢/a =0,10 in 


0*w 
nehmen: ax -- 25 


Se 
igre Ses 
244, Ohlig: Die emgespannte Rechteckplatte. _ Ingenieur-Archiv 


den Seiten eingespannte Platte wird zwar eine gewisse Unsymmetrie in den allgemeinen Lé- 
sungsansatz gebracht, doch erweist sich diese MaBnahme mit Ricksicht auf die numerischen 
Berechnungen als zweckmabBig. 

Diese Ubersicht erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigkeit. Insbesondere konnten die aus- 
landischen Arbeiten der letzten Jahre nicht beriicksichtigt werden. Im iibrigen sei wegen weiterer 
Literaturangaben auf die angefiihrten Abhandlungen verwiesen. 


2. Allgemeine Liésungsmethode. Es soll der allgemeinste Fall der durch eine Einzellast P 
an beliebiger Stelle belasteten vierseitig eingespannten Platte behandelt werden. Hierbei wird 
von der fundamentalen Superpositionseigenschaft der partiellen Differentialgleichung Gebrauch 
gemacht: kennt man ein partikulares Integral wy der nicht homogenen Plattengleichung 


Ae ae M (1) 


i eg: 12 (1—1?) 
so ergibt sich ihre allgemeine Lésung aus 


w= WD wy Ss (Ts 2, (2) 


wo w; der homogenen Gleichung AA wi=0 geniigt. Es lassen sich verhaltnismaBbig einfache | 
Lésungen w, der vierseitig frei aufgelagerten Platte mittels der Navierschen Doppelreihe oder — 
der Lévyschen Methode angeben. Auch die Einspannung langs zweier gegentiberliegenden Rander — 


ist mit dem Lévyschen Ansatz — 
ma 


Wim =>, Ymsnaz, a= (ie 1083, .) (3) 


a 


leicht zu beschreiben. Hierbei wird Y,, entsprechend den vorliegenden Randbedingungen des | 


Problems gewahlt. SchlieBlich ist der Lésung w)+w, eine weitere w, zu tiberlagern, die, eben- 
falls aus Lévyschen Ansatzen hervorgehend, in der Form ae 

wy = Fy (x,y) + Fy (%y) (4) 
hinzugefiigt wird. Fiir den weiteren Rechnungsgang ist es zweckmaBig, den allgemeinen Be- 
lastungsfall einer Kinzellast an beliebiger Stelle der Rechteckplatte in symmetrische und anti- 
symmetrische Belastungsbilder umzuordnen. Diese Umordnung wird nur fir die Berechnung 
der Zusatzlésungen w, erforderlich; zur Ermittlung der Grundlésung wy kann auf bekannte 


Verfahren (s. Abschnitt 1) zurickgegriffen werden. Der 


folgender vier Falle: 


(Abb. 1), 
II. Antisymmetrische Belastung in der x-Richtung, 
symmetrische Belastung in der y-Richtung (Abb. 2), 
III. Symmetrische Belastung in der x-Richtung, anti- 


tung (Abb. 4). 


Die Durchbiegung w, des allgemeinen Falles ergibt sich 
dementsprechend zu 


a, Qa, 


a a ; (w+ Wy t+ wy + 7p) (5) | 


Abb. U\Plasvanbelestiun:jenttelci und ebenso die hieraus zu ermittelnden Momente und Schnitt- 
in der x- und y-Richtung. krafte der Rechteckplatte. 


3. Symmetrische Belastung in der x- und y-Richtung (Abb. 1). 


a) Die vierseitig aufgelagerte Platte. Da die Lésungsmethode den Fall der Ein- 


spannung an zwei gegentiberliegenden Seiten mit einschlieBt, soll neben der Navierschen Doppel- 
reihe zunachst auch fir die frei aufliegende Platte der Lévysche Ansatz mit angegeben werden. 
Demgema8 ist zu setzen: 


2nP ra 1 / ; 
a3 IN =F Ymcos aF cos ax , | (6) 


aa 25P. 2 1 Yr Una De D533) ; 
Wo = fs a ) Bee cos a€ COS an. | (7) 


, 
Wy = 


I. Symmetrische Belastung in der x- und y-Richtung | 


symmetrische Belastung in der y-Richtung (Abb. 3), | 
IV. Antisymmetrische Belastung in der x- und y-Rich- 


y allgemeine Belastungsfall entsteht aus der Superposition | 
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Hierbei ist 

Y,, = @,,6oj ay’ +b), Gin ay’ te, ay’ Coj ay’ +d, ay’ Ginay’ fir y’>0, (8) 

Y,, = 4, Gof ay’ —b,, Sin ay’ —cn ay’ Cof ay’ +diay’ Ginay’ fir y’ <0. (9) 


Die acht Koeffizienten a, bis d” lassen sich aus folgenden Randbedingungen ermitteln: fir 
= Os ist 


ut dw’, aw’ 
Son =, e sar ae 
é , Mt " , vt 4 P 
tet g Ne [Py py] =P=—— ) cos a€ cos ax Gr 13555 060)3 
_hierbei ist die Scherkraft p, = — N ae pon oe —. Ferner gilt fiir y’=b, 


: w=0 und Aw=0. 
In gleicher Weise ist fir y’= —7 c 


S98 6 =0 und Sie ay 
ay oY 
Nimmt man noch eine Koordinatentransformation y’=y—y7 vor und setzt zur Abkiirzung: 
m=1 + Tg xby Tg x +Hby Tg aN (1 —Tg? x bo)+-a Tg aby (1 —Xg? an) (10) 
_ so werden die Beiwerte 
: ’ eee at aS, Im LG & bo 2 
Om ~ 14 TgabsTgan ree ena ob (12g abo) Z 
b’ 4 QIm e 
mo (1+ 2g.%bySgam)” ” 
, 1 
fm ~ 11 Fgab Tan ’ 
, ies stig On Ses u 
dm = 14+ TgabTqan * uy 
On = Om 


by, = —b,,—c,, (1459 aby Fg aN) . 
C=C, £40, 20 aH 


d’’ —d;. 
Damit erhalt man die pee aed wenn zur Vereinfachung die Querdehnung y=0 gesetzt wird, 
now 2P 
Us Sewer te eae [af, Cof a (y —n) +b, Sin «(y —7) + Cm oe (Y ree es 
+ dia coe Sin cc ( (y—n)| cosaEcosax fir y—y>0, (T= 13S) 
bzw. ; 
2 2P 47 ‘ 4v ‘ 
jee ake a(y—n) —b,, Sin «(y —4) —em %(y —2) Gof a(y —m) + (2b) 
<a So cos ~& cos Hx fir y—-y7 <0. 


Ahnliche Ausdricke ergeben sich fiir my und die Drillungsmomente myy. 


b) Einspannung langs der Rander y= me Mit 


2 
w= "58 A em (ay Gin wy —a Tq a+ Cof xy) cosaEcosax (m=1, 3,5,..%) — (13) 
. b 
und der Randbedingung, da langs y = > 
dy awe 
Oy yee BY 


sein mu8, ergibt sich, wenn zur Abkirzung 


* («3) = a’, Gin by +b%, Cof aby te’, [aby Sin x By+Cof %by] +, [aby Cof aby + Sin aby], (13a) 
b eee : ary 
tla Se ie Gin « ~ (13 b) 
( 7) )=a 65: Cof «5 2 
gesetzt wird, 
16 


Be eeu “, wobei w=w)+w, bzw. = wy +Uy 5 tte oe at et oe ame 
4 


Sonderfall: Platte im Mittelpunkt belastet, é=7=0. Es wird 


: : | dy ae eee 
a, = tga +a 5 (D-29? a +): bm = —I, Ca 71 sa GXo > 

Pa? 1 beat? Keb ] . 2 
(W)y=0 = 9 13 1y any [ta 5-05 (125 a=) COS aX, 


7 b 1 b fe 
(™m,0)y—0 = fe 1 fag aye = (1-39? a >)| COS AX, . 7 (m=1, 3, Be ) ; 
m ¢ ? : 4S ; 
IP i b b eG atl ; 
(m,o)y—0 = spite i foo [zs ag tas (1— Xs «>)| COS aX, ; 
™m : “y 
b b 4 
a5 Tgas ‘ 
Sra a REPEL ie? FF 
tg A in 
b . 
Pw st Tg? a > ‘ 
(ta)y=0 BgwN Gy, ra! fd ee eee earn se ahaa 
m Ca + Sina > Gof as 


x=, So7x — 
(aide eee ote (M22 153,/95- 1.) 
y=0 ROR A tes a> + Gina = Coja ~ 
ee Pane Ug % s b 5 ee : : 
(myi)x=0 = enh a\tal » b > i} (2 a 2 Tq a >) COS KX (m1, a eae “y 
va One mes a> + Gina > Gof «> 
Diese Werte stimmen mit cen lomeg. von S. Timoshenko} iberein. t si 


c) Vierseitige Einspannung. Fir die wablache wird aie Naviersche eS ¢ ein : 4 
gefihrt. 


eons siaa 


hehe SEP 1 
th 


pee 16 P p 2, 2, c08 a8 c08 By cos ax cos By oi (es eae | 


” on 
pm A ay 


a Sy tae ee 
Hierbei ist i) ; ar 1 
at pia EE WZ (mt ntet) und x= a 
| _ Py ma cosxésinaxcosBycospy. H 
iz Tain Odea erm ica 


m—1 


a 16 P 1 Se | . 
iat) a Gora cos a8 008 fin cos ly (m n= 1, 3, 51..2), (6b) 


Nunmehr ist auch noch der Ausdruck fiir 0w,/dx in eitte Fouriersche Reihe, zu entwickeln. Aus ‘| 


(13) folgt = 
2 1 
ee ae Die z em (ay Gin ay —a > > ga e » Gof a\ereanne (m= 1, 3, 5... aye (yy 


Fur die Eady oa der Funktion f(x) = w, in eine Fourierreihe werde die Fostesesuny Sue 
da} im Intervall + cts =) und. bs ys 2 gilt: . 


x 


fea) ae | #{=-4 2) =-p(n 2 42), (1s) 


1 S. Timoshenko, Bauing. 3 (1922) S. 51. 


ae ane a b oe 9 dw, , dw, ; dw, a 2 
( ax ‘ore a ah a ( ax te oa Re il ox Hse ; i 


; Te 
$ omit ist fir alle Glieder woe 
: A : vir a Cait 
Af ® cos py dy = 0 fir n=0, 2,4,... ri ih, 
er ie ‘ 
‘ hie bey 
=f & i) hi 
gis cos pee eons Kym cos pr Py fir n=1, 3, Sse A “rin t 
; \ : aE 
) ae 
Langs der Seite x= betriigt die Gleichung der ta ewieane nel der elastischen Flache aici % ie r 
Z A u ‘* 
au nter Beachtung, da® nach den Festsetzungen (15) sich Rolnende Werte fiir die Fourierentwicklung ig et 
5 ergeben: eat - 
: b aut ry he 
eee os : th T bao ete aa b 20. B Gof a 4. a(=1) = a | 
Sel ay Sin ay cos By dy = ( 5 Sin o 5 +B ) ap” Bri: 
b . (16) aa A 
4 pe ee: peer : a 
ey pee MRS ae ee Cojo 3(— 1) , ; - “hee 
ri} ° mE RD 
y \ /¥ 
dw. 2P 1 te 1 eS 
( ee oe ye <z em (ay Gin cag $Sp0— Co} ) cos a6 (—1) 72 =. 3 (ET) eae 
ae ane 
Setzt man hier die Werte (16) ein, so erhalt man schlieBlich 
an, Re AigEes COO En ital gee ay 
Goel ice 7 N ne vg Gob E nae eR eee ee COSY. anata) ‘ie 
4 ieraus ergibt sich te 
af | (jet) =) AncosBy  (n=1,3,5,...) (18). re 
xs 5 Ty eth t 
mit : 
a a ; tei 
.. 16 Pax 2 Sin b n=1 eit? 
y hn = aa arr aap” cos Byn-—nx em Go} a-7(—1) sd ) cos aé (m=153, 05...) At ‘, 
_ m 3 ie : 
] Fur eine Einzellast in Feldmitte (=7=0) ist aris ‘ai 
i 4 Pa? cosaxcosBpy Pe 
a , I Wy = 7b N u Late (m2? 2)? if ‘ \ : fae 
a ; . mee Oe) . ie 
a Ww, = St os ang on (27 Gin ny — a ee > Sof ay) cos om eee 
Bind a 
ee eee (y= nt wy Ging a 
y 0 1 side's Lae : cos ae 
g ee ax eee 72 IN 2 2 (m2 n? x2)? (m “1 ( ) oe 1 ee By (20) “ay 
4 . (m=1,3,5)<0-)” (w=1,3,5,4.%); F ee 
a . as 
Zu der Lésung wy+w, (Einspannung langs der Kanten y= + 5) ist gemaf (1) noch eine weitere ed 
- Zusatzlésung (4) hinzuzufigen. us 
4 Wegen der im Fall I vorhandenen hea werden folgende We gewahlt: ‘Mi 
‘x ; Gr a" \ : 
Tra, < be as Wet be Se Osos ys 21 ar 
: F, (x,y) 2 = (ay Gin KY =A 5 TG a > of ay) cos % x ( ) (21) a 
i : GC, ; : G . 
: Fy(ay) = ), pe (Bx Sin xB %aP-s Goi Px) cos By (m=1,3,5,...). (22) a. 
a, : 16* Le 
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a a a a ec ce 


ie , b 
Bildet man die ersten Ableitungen a“ und ae so erhalt man fiir die Rander w= bzw. yay 


die Ausdriicke 


Ge) 2 ee TH a5 Coane ay Sinay)sin 3 at Dg # (einB s + 


0x a 
2 


Cel ot », 2 (eines 9 1. : a | cosant 25 “(BS Ig B> © oj Bx— pxGnpx) sin 
(24) 


Jos By, (23) 


Diese Ausdriicke sind, um sie mit den Werten vergleichen zu kénnen, in 


r) Bee W) eA we W) 
x 

Fouriersche Reihen zu entwickeln. Hinsichtlich der Fortsetzung der beiden Funktionen tber 

die Rander x= + 7 > y=t a hinaus werde dieselbe Festsetzung wie unter (15) getroffen. Man 


erhalt unter Beachtung der Ausdriicke (16) und (17) die Werte 


dW, Oh eit ap b mz , Gy i a Be 
ee ten Des 2 2, Om arp hea le gar (sine 5 + 552) [eos By (25). 


2 


(t= 1, 3,535) eso ores 


b 
(52) Wom |e (gina 5 g a+: - ‘ amy 2, & @- “Fs Cof Bin "Fleos a9 (26) 


dy /y re 
(i= 13,1 ose) 


Aus der Randbedingung 


Cea Gee 
es 
Col B > 


ergibt sich mit 


1(B) = = Gin B > + 


der Wert 4 
8 B sin a Gof a — sat 
A = Lt is 2 » ee: oe sin 2 (i= 15.359 sue) (27) 
2(85) be (BS) (a + B?) 2 (it Vev3.55 eee ee 
In derselben Weise erhalt man aus (<=) », = 0 
yaa 
8 «2 sin — BEoj B = 
2 \ 2 «RI 
ea Teh (« 3) 2 ES Ce er Pe a 
2 
Setzt man den Ausdruck ©,, in denjenigen von G, ein, so wird 
A,B | 64 6? sin “2 a (x >) is B' Cof BS are 
a ; » (02+ Bey? Mm ; (29) 


‘Gy a sin 
‘(p%) ° abs(65) Ha Gee an eee 
ie Die Gleichung G, = S, + 2 Ry, »’ G,v wird durch fortgesetzte Approxi- 
mation! gelést. Fir die GréBen G,, wird wieder 


Gy = Sey = Dy Ry nl Gy 6 


n// 


Gi = Sy {- > Ry ni’! Gyn 


ni! 


Hierbei ist (x)= 


usw. gesetzt. Damit erhalt man 


rad 


Gn =a Sa + = Ra, nv (Sav + 2 IR Gy) = Sh a 2 Rey Sey + e REE, = Ry GC, 
= ao 4. z R, n/ Su + : re ni. a Ry n!! Ss ” a o Tite n! = R, Ppl > Ri nit aa 


nil! 
usw. 


1 S. Iguchi, Eine Lésung fiir die Berechnung der biegsamen rechteckigen Platten, S. 42, Berlin 1933. 


| “1% 64 6? sin ary (x 2) B’ Co} p’ = 


ae: a n't 
RU ae 2 z 
he (3 (a2 Bp? a (a2 +B)? 2 
. 646 sin = ey a!3 (a ) BY’ Coj B” > eee 
; Nest ees Ne ) ; AE SIN —<— 
. abt (B’ 2) m/ (a” Ps, n// C ae Ze z 


usw. Dann werden nach coy eae Zusammenfassung die ersten Glieder der Reihe 


3 iets sin n' 7 a =) - 
4 2 Rin Sy = Fe (65 2 AD 9 (Br 3) sin Y ae (P+ BP’ 


4 642 B? sin “= , d a = 
Y Raw 5 Ru Sh = “ee pra nw (BIS ) sin in pi Adee - 


nl a? b?t 7 
q ess by a ‘ 
j XD er) wary CB 
-Setzt man nach dem Vorgehen von Mathieu! zur Abkiirzung t 
: $ : ak p (a ) ; 
a ; caer) oo (P+ BYP (P+ BPP ’ 
a : b a 
| meld) y Feed 
. @;(n, n ) = As ee 2, (a/2+ Bp)? D, : 
so wird : 
vg ‘. ye 64 BP sin , ‘ z ‘ 
AS eee 2 Aw 6’? y (6 $) sin 7 [Py (n,n!) + 
7: t(B5) abe (2 7) (30) 
: 64 : 
‘ +S O,(n.n!) + ie Pann) + +]. 


Die Berechnung von ©, erfolgt in ahnlicher Weise. In die Formel (28) wird der Wert von Gn 
nach Hormel (27) eingesetzt. Man erhalt 


' 


a 80° sin" ie An B PCoj BS an O4e2sin—* y BOBS 
A Gm —— sin { — x 
: at (x5) Ce) ees ee ea ah lt a) Ala) ELE 
a Cof a! 5 : m7 nh 
x 2 Om Cea sin — : 
“Mit 3 
: Gm = Sin Se Pay 1 Gee Gm’ } . at 
. y m/ “ag 
Gm’ a Sm! == Pe, Rw m// Gini : ; : ; ish 
“usw. erhalt man ‘ ss 
On = Sm =F 2 oe m/ robes, ste 2 Rn m/ 2 Ry m// Gm 3 2 : ; 
he = = Sn a E iter m! Spi? is 5 Ri m/ z RS ‘mm! Se, uy -+- S Rn m/ 2 Rw mi’! Dy Ru mit Gy 
usw. 


: e 


1 FE, Mathieu, a.a.O., 5.151. 


& 


Hierbei ist am ae i sea 
ate APPS) ee 
Sa gray a ah ee ae Ne 


an y Aw Bg (B' 5) Be re 


- 


——SS 


a!’3 9 (B'S >) : i 
Nand, ee ane ee P,(n, m) 


usw. schreibt, 


Se ane ele , 1 
set) 2 wR | 
me ais ' a ply 
6402 sin“ 5 6° 9 (BS) a! Sof a” = _ min 
= ; 7 Sl . 4 
mm he GC 2) - (a? 4 pr» k = (a/2+4B aN 2 i | 
i 
usw. Bildet man nunmehr die Ausdricks Donat 2 Rid Rea Sai isw, daa wird — 
nach gehoriger_ Zusammenfassung, und wenn man zur. Aneuraite | ; | 
‘ ; 
I = 
Dy(n'.m) | = saa > ai 
: RE) is Cara i| 
PA XUN (Cr Be (BS au) A i| 
@,(n', m) =) ( =) ( >) @, (n,m), . { 
| 
; 
s 
; 


ge Y, An Bg (6-4) sin 2% * [Palm + Dy(nn,m) + HE Dy(nsm) +o] ( 


at («a ee 


Die numerische Ermittlung von A ereriiacnt sich dail Einfihrung der dimensionslosen GroBen : 
m und nan Stelle von « und f. Es ist 


A Nae fee amie (Fe) (a'r) aa 
rise ee oe imcwtay Gn) 2 eS = (ea) Minne 
“7) 


0 (65) 


di Co 
ho 
— 
dein g 


| B's o (6 2) =) 
@,(n,m) = r3 eee) ay) (02 +B)? (2 +B")? 2 (02-+-By % ao eae 3 
3 a ey 8 , 

xd Re or 2 woo) (=) At (n,n') 7 (3) 7823 (m,n), ' ti caine 
20S) 5 BCS) ye (+5) ; 
Pale) * = CCSD oe Hake Sore 2 (o2+-B2)? (02+ B72)? : : 

aly (a! 5) a\& sar a (a ) a\8 sar cee 

| © SPE BRP edb ona) 2 cepye (aa) AH (mn). a 
Nun ist ; 4 
elon erlen! aye oer | 

(ap?) aR a (m2--n’? 22)? Seige “(mn 22?” i 

i 


D,(n,n') = aa x41 (n,n’), 


wo (at) © BO(BS) 1 aye 
P,(n,m) = 2 ae 2 eso (=) “313 (m, ”) 


Di fe (Ey Adi (nn). ; 


re eee 


* 


an nte Rechteckplats._ 


— a yy Pelee) 


aS (OPEB AE ie 


m7. = (m2+-n"? x2)2 
erex_ - . | a 
wird hier 


: , 
sesame 
, 


a A 

e D,(n,m) = (=) “Ai (m,n). 

Dar Abkurzung ist in diesen Formeln gesetzt: 

z | Al (n,n') = Het ery 

1 & , 1 = (m?+- n? x2)? (m?+-n”? 202)? ’ 

¢ = 2n3B@ (~#*) 

:. 7 x39 2 Peney) 

@ M(m.n) = 2D) apa Mn’), 

: 2m y(t) (m,n = 1, 3,5,...) (32) 
yi Ag (nn') = Se aa : 
; d 2n'3 p ( n/ a) 
Ae 2 Gatien 

“usw. Mit sin = = (-I) > 2 ea sin—~ 7 ==/ SARE = far mn = 1) 3, 5,... folgt aus (30) 

Be Ayn 
‘ maa o. ics en a = o(™ = [al(n.m ayals 

bi t 

BY (30a) 
SS } 16: ' 

Baal pe Es nt = Ate n,n’) a tees | 
SS Ip nol : 
ya Fiat) 2 (—1)2 A,n? nu 16 16 x 
an ae seca ama 
x Me / a 

¥ af 
a th Saad Al (m,n) + - fe 


ra Antisymmetrische Bite in der x-Richtung, sym- — 
_ metrische Belastung in der y-Richtung (Abb. 2). Die Belastungs- 
funktion wird in der x-Richtung durch die Reihe dargestellt. 


F 2P : 4 
Ds) =o >, sin 4, sin a,x, 
A ae 
: y mm | 
a Sa Teg (m=1, 2, 3,...). 
‘ 


q Far die frei aufliegende Platte gilt dann 


u 
w= ae wD ae : Y/, sin «, € sin oy fir y’ >0,. ‘ (33.a) 
Wy = ar BP neha : Y, sina, €sina,x fir y’ <0. (33b) 


In ahnlicher Weise wie in Abschnitt 3 werden die Funktionen 
YY’ und Y” angesetzt zu 


Y/, = Aj, Gof a(y—n) + By, Sin a(y—)+ Cn a(y—7) Co 
Y;, =A, Gof a(¥—m) 


—B,, Sin a,(y—) — 


Jos(y—7)+D 
Cr, a1(¥—1) Cof a (y—N) + Dri oa(y—n) Sin ay (y—7). (35) 


Abb. 2. Plattenbelastung: 
Antisymmetrie in der x-Richtung, 
Symmetrie in der y-Richtung. 


a (y—7) Sina (y—N), (34) 


‘ rn ees 
\ , 
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Die Koeffizienten A’, bis D’, sind nunmehr unter Beachtung der Rand- und Scherkraftbedingungen 
wie unter 3 zu bestimmen. Man erhalt | 


Atm = lL + Tg aby Tg a7 + a by TG a H(1L— Tq? x1 bo) + aH Ty dy bo(1 — Tg*a,7); (36)) 


. ferner © 
A AIT m 2G &1 by ot, by (1— XQ? o; bo) oe Lae: hon 
(142g oy by Tg xy 4)? 1+ Bg a by Tg a7 ib 4 
/ QIIm Ue Ys 4 | 
‘5 (14.59 «1 by EG a7) ee ars (37)) 
1 4s (4 
(6 == 5 Gs — 1 —C, , 
Liss 1+ Tg a1 by Tg «17 
Tq ay bo ef D” = Ds 
an 14 Bq x1 by SG xy a si 


Die Einspannung langs der Rander y= = wird durch den Ansatz 


2 Pa? ie 


7° N m3 
m 


Wy = 


b b ; : 
Em (ary Gin HY — 1-9 FG 5 Coj wy) sina, sina, x (m=1,2,3,...) (38)) 


erfillt. Aus der Randbedingung fir y =} 


dw, 0 &% 
UR ante kn. 
folgt 
b 
w (a> 
We eee ( z z) : (39) 
t (4 2 | 
mit ; 
7) (ca, oe = Aj, Gin aby + B;, Cof «by + Ch, (ax, by Sin x, by + Cof «1 bo) + (40) | 
+ Dry (1 Bg Cof 1 by + Sint a1 bo), 
b b 1 we 
t ee Cura 41) 
(4 z) 38 y eae Peas: : ( 
Zur Ermittlung der Bas Einspannung hr man von der Navierschen Doppelreihe 
sin a, € sin x, x cos Bn cosB y (IZ. eee) | 
i ; 42) 
aN Neg) (%" + B?)? (eR UNS tone) (49 
us. Es ist 
Owe a mz sina,& cos a,x cosfn cos Bp y _ mn 5 ne 
re ab abn 2 (a4? + B)2 ee ee eC Pee 4 
und 
aw P48) Pay Cr | 
( alo oe —t L 2 2 Gay By sin a, &€ cos hy cos By (43) 
wenn zur Abkiirzung ~,=a,/b gesetzt wird. Fir die Entwicklung von (38) in eine Fourierreihe 


werden beziiglich ihrer Fortsetzung iiber das Intervall 0 bis a hinaus ahnliche Festsetzungen | 
- getroffen wie unter 3. Man erhalt aus , 


dw 2Pa (=) / ae b b ' 2 
aes = < » Fae Em (“1 Sin wy — oy | TG ay | Coj a4) sin 0, &, ce | 
| 

dw, 16 Pa, x,? n Gof % > iP ae (m= 2.3 | 
( 0x | cies = aN ; pi 2 Em ™ (m2 n? 14,2)? eaten) sin 01 & C08 Py (7 Vai3, O76 ie G4 | 


>? 


Endlich ergibt sich 


( ieee w) ae = )An cosBy ~ (46) 
mit | 


n—1 
\ cos hy —2 #, Em Coj v5 (-1) Ff sin. 06>" (m= 1) 253,05..)° 


a% LEN Ca lye 


73 N (m2 +n? x”)? 


-, Y Pe sl ol Mhe bel © bn 8 8 ban \'s3 ad is i a 
Se ee a eS / 
Py any hy ka toad eg fi a ap ae 5 mY ~ 
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4 _ Fagt man nunmehr noch eine. Lésung wW,=F, (x, y)+ F(x, y) hinzu, wobei infolge Antisymmetrie 
_ in der x-Richtung und Symmetrie in der y-Richtung zu setzen ist: 


F,(x,y) = >. a (ary Sin yy — a4 4X9 aus oh amy) sim 1%, (47) 

HS 239) = yee Fe (Bx Coj Bx—fa, Ctg Ba, Sin Bx) cos By , (48) 
so erhalt man nach gehériger Zusammenfassung 
- n—1 6 
= a A,B 8 B2(—1) 2 aes Cof a, = 49 
He — Gay t tuGay 2 eae oe ne 
< 
g _ 40,2 cos ma H, 2 Sin Ba, 5 Wing Gna Li 2ss 2) 50 
; : eae at (a4 5 ) al CREE Sate (S35 ee) ao) 
: : | 
2 ; Sone Ba, Gof x Sin x 
a . & i er 
4 Hierbei ist u(fSa,)=Coj Ba, SinBa,’ Setzt man wie friher o(x)= Ge , ferner w(x) aye 
_ entsteht durch fortgesetzte Approximation schlieBlich der Ausdruck 
Bs n—1 
> Pe eaeR 32 6? (—1) 2 =| erie ee ; 
VSS rere onriT pi gebal Aes cela ma telat eres uta Py 
? + ape Palma’) + | (ie le Sie he tt eh, Saose os. )fs 
und 
% 32 
y Gq — ABET Yn fb? p(B a,) sin —— F [Po(nsm) + > D @, (n,m) +— p> _ @,(n,m)+-- ‘|. (52) 
: ayt (4 >) 
Mit 

1 
af ®, (n,m) = — 
0 ( ) 2 (m? 2) 


25 m3 wp = ‘ 
ONG Ns eb (m?+-n? x2)? oa pea cay Ay, heer) 3 


; > ay 2n'3y (n'm x) — oe I AN ( a y° cpt 
D,(n’,m) = — Ny eaEer ra a ees Ay (nm) = \ae) m1 Ae (m,n) 


usw. wird zuletzt 


n—1 
A,nn } (—1) 2 n?x,4 wed iw? ‘ sa ; 
i bu(nz x) mu (nT xy) a (—ly2 4, b p(n 7 4) E (n,n) + | a 
. ci a Agi (n,n') + _ AM (n,n’') +--+ | (71, 33s) | 


3 Dm = Sy as > ae w(n7x;) (-1)7 | ane ae pie ee AE (m,n) + | 
aa * | (54) 


s aan AE (m,n) + +] (Ges le ee Sidon). (te lid, Danae.) 


Hierbei ist 


ra 
25 m3 p ( a) 
(m2 ne? x42)? (m2? x42)?” 


me ae 5 2 n’3 y(n’ 7 x) Mn, n’) , 


a(n 


(m+n? u Fy 


Bean} 
Balen) (95) 


ae ( 
a(n’) = ), pa et Ag!(m,n) 


= (m+n? x, 2)3 


Tm, n) = De 2n'3 y(n!’ 1 x) ME (n, n) 


(m?+n” n red ye 


usw. 
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5. Symmetrische Belastung in der x-Richtung, antisymmetrische Belastung in dee y-Richtung 


(Abb. 3). Mit Hilfe der Reihendarstellung der Belastungsfunktion \ 
y\ P(x) panei » cos ~& cos Kx (m=71,73, 53552) 
a = ; 
by erhalt man fir die frei aufgelagerte Platte 


ts PR ah a y 1 
m 


” W = aN —; Y,, cos «& cos «x fir yy’ > 0, (56) 


8 


‘ | 
wy = — pitas ww : pa ee fir-y’ <0, (STR 


wobei fir Y,, und Y,’ die allgemeinen Ansatze (8) und (9) 
benutzt werden. Die Koeffizienten a/, bis dj; ergeben sich 
a aus den Randbedingungen freier Auflagerung lings der 
Kanten y’=b, und y’=—y (Plattenmitte) und der Be- | 
dingung, daB die Scherkraft langs der Linie y’=0 gleich der | 


Abb. 3. Plattenbelastung: 
Symmetrie in der x-Richtung, 


Antisymmetrie in der y-Richtung. Belastungsfunktion sein muB. Man erhalt mit 
rtm = %by Fg an (1 —Tg? x by) —a | Tg x by (1 —Xg? «a H) + Bg ay (Ig ay + Tg a by) (58) 
die Werte ; / 
a,, = — b,, Tg aby—c,ab,(1—Te2ab), a, =a), 
bi ies QriIIm ; i ot “ae 
(Tg a+ Tg a by)? ¥ Ky (59) 
c = _ agan pes f———4 1h eh Fa 
m Tg an+Hg a bo oi ish 
d,, = —C¢,, Tg aby, d= d,. 


Mit dem Ansatz 
2 Pa? 


a 
t ze? N 


j 
» TS fm(ay Coj ay — ab, Ctg ab, Gin ay) cosaEcosax (m=1,3,5,...) (60) 


wird unter Einhaltung der Randbedingung fir y=5 


Ou, d Wo 


oy oy 


’ 


wenn zur Abkirzung 


op (aby) =a", Sin x by-+b, Cof a by-+e%, (ct by Sitt By-+Cof aby) +d, (aby Cof xby+ Sin xb,) (61) 


und 
a by | 
u(x by) = Gof aby — = (62) — 
gesetzt wird, : : 
oh gat w (%b,) $ | 
abana a | 


Fur die Berechnung der vierseitigen Einspannung wets zunachst wy in Form der Navierschen 
Doppelreihe ae 


_cos x cos a x sin By 7 sin B, y nn (m= lish Se) 
(o°+-By?)? as ing by (n =1, 2, 3,...). eS 
Hieraus erhalt man nach entsprechender Umformung | 
m—1 ; 
dW a 8 Pax m(— none (dee 
Galee gee 2 2 (mnt x2 °° a sin 6,7 sin Byy ee es bate j : (65) 
Zur Abkiirzung ist hier gesetzt x,—a/b,. SchlieBlich ist noch 
Mone Patel 
¥ a ame eT mE Im (xy Cof ay —x by Ctgab, Gina y) cos xéEsin x x (me=at53, 53cer 


\ 


OE ae te se Gad 
Pee cer ~ ae 


; , gy * 4 
ai Rechteckplatte. 


Man erhalt Uae gehoriger Tisai 


| i (epee) es vA fin Buy: - (66) 


—1 


¥ 8 Pax, 1)2 
ee a Sy (m sin B,y —n(—1)" x2 fm Gin 0% by) cos 4, & 


rey 
. 
oy 
. . 
. 
= ~ 


-geschrieben ist. 


e Die Forderung Geiccheandeuder ESAEER Yep ESIEDINS langs der Kanten x= + a/2 wird mittels 
| der Zusatzlésung © 


: / m= File) + Ales ) 


F,(x,¥) = > —ab, Stg ab, Sin am COS HX, (67) 
ly } Se. ar 
F,(x,y) = ). ae (6, Gin By x—B, 5 To By + Gof Bs x) aH Beye 2 8 hires, (COC 


Entwickelt man wieder (Sx) a und eS 
04 / x= = ay 


- tzung aber das Intervall +6, hinaus ahnliche Voraussetzungen wie unter 3 zu treffen sind, « 
50 erhalt. man am Ende 


) in Fourierreihen, wobei beziiglich der Fort- 
y= 


~ 
A as 


a ; be ee 4 By? cosnat ow Mat it oan , ee 
— aha = ar eee ee 2 2\2 Gin «b, sin “7? iB (69) NEE Ae 
E ) ; t (By 5) byt (B, 5) erBey +81’) Git. 5, Ost) ie) 4 

m—1 3 a f cit As Pers | 
om 28 2(—1) 2 at hes wire | (n 


fab zusammen, so entstehen bee Ausdricke: 


2 pie 

q i ee ie (a) Y Au (= oes cos n't Xx Ries 
hy ! il ‘ y 
a= : ( 2 }) *) B25,8 i (71) ae 

: came 2 Man!) + 2 Man’) +--+], 

; n—1 ‘ \ ‘ f 
= Pros 2 
Sn =) — (—1) rata LE en ae x . 
(Sel As (72) 


4 2, 8 
x [eaparaye + oe Mm, n) + SP A (m,n) 4-2. 
( es It Ls 


*) 


2° m3 yp ( = 
1 (m,n! ai (mi? n? 2)? (m2? 052) ’ 


2 n'3p (2%) : 
H(m,n) =) re AIM(n,n'), | , 
(neta. 
2.3 (73) 


. . 
ae aa 


2 m3 y (-=*) 

ON dae er 

= (m?-+-n’?) & 

} 2 n’3 p (eee , é 

III PsA a 

Dp ey eee aca em) | . 
noe 


§ , ; a 


et ae 
AT 
. 
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6. Antisymmetrische Belastung in der x- und y-Richtung (Abb. 4). Aus der Belastungs- 


funktion 
oP 


Rix) » sin %, € sin % x 


7 


erhalt man mittels Lévyscher Ansatze 


(76) | 


e 
, Pa 2 il , 5 : re 1 ; ‘ 
W = aH y= Y;, sin %, & sin «1% fir y-> 0, (74) { 
4 Pa? 1 
4/ a 4/ . . oo 
Wy = nN » ae Y,, sin a, & sin a, % kar y: <0. os (a) 
Hierbei ist zu setzen: 
Y, = A’, Gof ay’ + By, Sin ay’ + | 
+ Ch ay’ Gof ay’ + Di, ay’ Ginayy’, J 
Abb. 4. : Plattenbelastung : Antisymmetrie xe = An Gof Ay ¥ ee B, Sin ayy” sa¥ (77) 
in der x- und y-Richtung. x CS ay’ Coj ay’ + De ayy” Gin oy” i 


Die Beiwerte lassen sich wieder unter Beachtung der Rand- und Kontinuitatsbedingungen be- 


stimmen. Es ist 
ee At — BE Sera Bee Co 0 by De ey Oy BO Oba 
P 1 
Be (Zg a1 9 Tg oy bo)? [xg aH (Ig 417 + Bg 0,6 A %1 by x5 can (1— £92 oy by jue 
¢ — 417 Tg a1 b(1 — Fg? a7) | , (78) 
, GQ %y 1) Bi ey aie 
Gee Tg xy N+ Tg Hy by Dir Gn 8 osha: 
AL SAC Ae Be ee NP eG Coal ORs De Da 
Der Einspannung langs der Rander y= +6, geniigt der Ansatz 
aye 1 ; 
Wi Nr ers Fin (ay Gof ayy a1 by Ctg a,b, Sin xy) sin x, € sin wx. (i) 
Aus der Bedingung fir y= +b, ree ae 
Oa nate 8Y 
erhalt man mit 
w (a1 b,) =A}, Sin oy by + By, Coj a by + Ch, (a1 by Sin x by + Cof «, b) + D7, (a4 by Cof x, by + Sin a, by) (80) 
und ; 
| 2 Bree vie 
wu («1 b,) rer Coj Hy by Gin Oy b, 
den Wert 
FE, al Ms @ (%1 by) ; I] 
u (2; bj) Si 
Zur Bestimmung der vierseitigen Einspannung wird auf die Naviersche Doppelreihe 
Siserneay tel sin «, § sina, x sinB,y sin, y | 
Wo = ab, N 2 2 EB tee ia a ee 
zurickgegriffen. Es ist mit x,;=a,/b, 
Ow 4 Pax. m(— GEE 
(2) Abst TY RIN cnasdannsin fy imal a) 
Die Entwicklung von 
Ow Pa (—1)™ : ; 
( 5 A Zs aa ae Fin (ay Cof ayy — a,b Ctg a,b, Gin ayy) sin aw, é (84) | 
in eine Fourterreihe ergibt ; 
dw, _ 4Payx =)" C= Ne {N97} : : 
( “ Mae x eo 3 D 5“ Bera Fn Sin wb, sin «,€ sin Bry . (85) 


yi ; 
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ist schlieBlich 
i 0 (wy +) 4 Pa, 4 
( ae : — aime A, sin By (ated 25 2s Sees Vic (86) 


Die Zusatzlésung zur Berechnung der vierseitigen EKinspannung lautet 


We = (x,y) + F(x, y) 


= mit 
in : 
4 Bia y) = ra (oy Cof x ¥ — x, by Ctg a,b, Sin ayy) sin ax, (87) 
9 
K,, } . 
P49) = Be (B1 x Gof By x — Ba, Ctg By a, Gin B, x) sin By. (88) 
Ee Bildet man wie unter 3 die Ausdriicke (Ss) und ( st) ? entwickelt sie unter Be- 
s=@ ay) 
achtung der Fortsetzung iiber den Rand hinaus tele renche ened so erhalt man aus den 
Randbedingungen 
dw, - 0 (wo+w}) dw, 
“ Gee ; ( 0x tees oe ee 


die unbekannten Beiwerte @n und Ky. Die umfangreichen Zwischenrechnungen sind hier fort- 
gelassen. Nach dem Verfahren der fortgesetzten Approximation (vgl. Abschnitt 3) wird schlieBlich 
nee A,na 1 n?x,4cos nz 

by u(nz x3) 2 bwu(nz x5) 


Poe rook cos n’ 7 X | 


: eae (89) 
‘i Xe [al (nn!) + s UY (n Mn!) oo], | 
1 m*x,?cosma 
\ Sn = | ; ae =) ede n= y(nw%3) cos nm X | 
Wig ee AGntenry: (90) 
eae ++ = Az” (m, 4 (m,n) + -- | vos 
Hier ist 
. Sin x x m u(x) 
Fur die A-Werte ergeben sich folgende Ausdriicke: 
Tae we ors) 
1 (m?2-+_n? % ele (m2 n!? % Roy i 
Qn? y(nax p 
Az" (m,n) = = (mn? a At’ (n,n') , ; 
(itt==Lie ose) (91) 


2m y (22) 
As (n, n') un > (nm? n?®x,22 As" (m, n) ’ 


A” (m,n) = D. 2n’? y(n’ 1%) Ash (n wn’), 


(m2 n’? 7,7)? 
usw. 
7. Numerische Ermittlungen. Die aus Symmetriebedingungen entstehenden Glieder der 
Reihen (30a), (31 a) sowie (53), (54) und (71), (72) enthalten die Funktion (x) =€oj x/Gin «toa 


Fir ahnlich gebaute Reihen hat Happel! den Konvergenznachweis erbracht. Es soll deshalb 
hier nur eine entsprechende Untersuchung fiir den Fall der Antisymmetrie, wie er durch die 
Reihen (89), (90) gegeben ist, angestellt werden; im tbrigen wird auf die ausfihrliche Behand- 


 H. Happel. a,a.O., S. 55. 


é . ts up , Roh Ra 3 
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lung der Konvergenzfrage durch Mathieu! verwiesen. Hierzu ist es notwendig, sich ein Bild — 


tuber den Verlauf der Funktion Ba Nes 
y(x)= 
Coj x — 


x 
Gin « 


zu machen. Ks gilt folgende Tafel 1: 


; Tafel 1. ; 
ke N. YOR Coo 8 i idyt0 oe a40,600" |), 0,80 ¢ a,0 1,5 3,0: bs 2p aNieaO 
Gin x 0,0 | 0,2013 | 0,4108 | 0,6367 | 0,8881 | 1,1752 | 2,1293 | 3,6269 | 6,050 | 10,018 
Cof x 1,0 | 1,0201 | 1,0811 | 1,1855 | 1,3374 | 1,5431 | 2,3524 | 3,7622 | 6,132 | 10,068 


1,0 0,995 0,975 0,943 0,900 0,850 0,704 0,552 0,413 0,300 


Gin x , 
Colx— a _ | 0,0251 | 0,1061 | 0,2425 | 0,4374 | 0,6931 | 1,6484 | 3,2102 | 5,719 | 9,768 
p(x) rea) 8,00 3,85 2,63 2,03 1,695 | 1,293 A, 13 1,06 1,025 


In den Reihen (89), (90) und (91) erscheinen die Ausdriicke y(nx5) baw. yp ee aN Der kleinste — 
Xs 


in Betracht kommende Wert dieser GroBen wird bei den fir Rechteckplatten im allgemeinen i] 


einzuhaltenden Grenzen von on a ultra 5 bzw. 2,0 mit m=1 bzw. n=1 erreicht und 
hetrigt nz + 0,5 = 1,57 = ™. Dann ist » (3) = a = 1,26 ~ 1,30. 


Setzt man in den Vase fir A fur alle y den Wert 1,30 ein, dann sind die so eutepalonden ‘| 
Reihen gréfer als die Reihen 4. Mit der Einfihrung der Ausdriicke 


133'= 23) 
L,(n) = yy (m2 nr? x2)? ’ 


1,3:'- 23 n/3 1,3 - 23+ m’ 1,3-2-n’% 
Lem) =), Gatewinae Qs Grew enye ~ Li Gab ewes Lal’) 
; 1,3-2+m? 
L;(n) = 2 Gn®-prtxye ° Palm), 
1.3.2. n/3 f 
Lam) = ), Garena 3(™) i 
usw. in den Reihen (89) bis (91) wird dann 
, 2? / 
AY (nn!) < aes 
22 
Ax (m, n) <= dug L,(m) : 
92 


UY (n,n’) < 


Axe n2 L;(n') | 
usw. Es ist namlich 
; (m? + x3n?)? = m4+ 2 x2 m?n?+ xi nt, 
(m? — x3 n?)? = m* — 2 x3 m?n? + x4 nt, 
A=4273 m?n?, 
(m? + n? x5)? = 4 x3 m2n? + (m2? —x2 n?)2 
> 422 m?n?. 
Die Untersuchung lauft auf die Betrachtung der Reihe 
1,3 -23.m 


oder 


L = SS 
1(7) Z_ (m2? x42)? 
-hinaus. Nun ist aber Pa) 
' x dx aM 1 
i (x?+x57 2)? ~~ 2 n2 442 
Daher wird 22.1.3 
I, (n) << ie 
und weiter 13-2. Z 
L me n/3 yy, 3 n’ 
2(™m) n? x5 : (m2? +n’? x ay Ma? d (m2 n/? sear) F 


1 E, Mathieu, a.a.O., S. 155. 


Bon’ 
1 
Ta 
5 
BT 
9 
ail 
A 13 
15 


m 

1 

3 

5 |-0,013 26 
7 | 0,00500 
9} 0,00236 
11 | 0,00129 


Re Se nee ee See A ey ee 


Tafel 2. Werte 27 fiir die quadratische Platte (x=1). 


A, (1,7’) 


1,81200 
0,102 34 
0,02132 
0,007 24 
0,003 15 
0,001 60 
0,000 903 
0,00055 


rt enn Oe cara abe 1) 


0,842 91 
0,055 30 


0,00077 
0,000 50 


0,398 4 
0,0285 
0,007 4 
0,003.0 
0,0015 
0,0008 
0,0005 
0,000 4 


m | A,(m,1) 


1] 0,19039 
3 | 0,01440 
5 | 0,003 91 
7} 0,00169 
9} 0,00089 


— Il} 0,00050 


13 | 0,00031 
15 | 0,00025 


A3(1,n’) - 


A, (3,n’) 


0,102 34 
0,015 54 
0,00517 
0,002 22 


‘0,001 12 


0,000 63 
0,00039 
0,000 25 


A,(m,3) 


0,055 30 
0,00635 


0,00214 - 


0,00099 
0,000 53 
0,000 33 
0,000 21 
0,00015 


A,(3, w) 


0,0285 
0,0029° 
0,000 96 
0,0005 
0,0003 
0,000 2 
0,0001 
0,0001 


A4(m, 3) 


0,014.40 
0,00139 
0,000 44. 
0,000 22 
0,000 14 


0,00008 © 


0,000 06 
0,00005 


A,(5,n’) 


0,02132 
0,00517 
0,002 09 
0,001 03 
* 0,00057 
0,00035 
0,000 23 
0,000 16 


As(m, 5) 


0,013 26 
0,002 14 
0,000 83 
0,000 41 
0,000 24. 
0,00015 
0,000 10 
0,000 07 


43(5,1’) 


0,0074 
0,000 96 
“0,0003 
0,000 2 
0,000 1 
0,000 07 
0,00005 
0,00005 


A,(m, 5) 


0,003 91 


0,000 16 
0,000 09 
0,000 06 
0,00003 
0,000 03 
0,000 02 


0,00044 - 


Ay (7,n’) 


0,007 24 
0,002 22 
0,00103 
0,000.55 
0,000 33 
0,000 21 
0,000 14. 
0,000101 


Ag(m,7) 


0,005.00 
0,000 99 
0,000 41 


0,00022 © 


0,000 13 
0,00009 
0,000 06 
0,00005 


A3(7,n’) 


0,0030 
0,0005 
0,000 2 
0,0001 
0,00007 
0,000 04 
0,00003 
0,00003 


A,(m,7) 


- 0,001 69 
0,000 22 


0,000 09 
0,00005 
0,00003 


0,00002 - 


0,00001 
0,00001 


1,(9,n’) 


0,003 15 
0,001 12 
0,00057 
0,000 33 
0,000 19 
0,000 14 
0,000095 
0,000 069 


Ja(m.9) 


0,002 36 
0,00053 
0,000 24 
0,00013 
0,00008 
0,000 06 
0,000 04 
0,00003 


A3(9,1') 


0,0015 
0,0003 
0,0001 
0,000 07 
0,000 04 
0,000 03 
0,000 03 
0,000025 


Ag Gn 9) 


0,000.89 
0,000 14 
0,000 06 
0,00003 
0,000025 
0,00001 
0,000008 
0,000 006 


) 


’,(11,n’) 


0,001 60 
0,000 63 
0,00035 
0,000 21 
0,000 14 
0,000093 
0,000 069 
0,000052 


A,(m, 11) 


0,001 29 
0,00033 
0,00015 
0,000 09 
0,000 06 
0,000 04 
0,00003 
0,000 024 


A,(11,n’) 


0,0008 

0,000 2 

0,00007 
0,000 04. 
0,00003 
0,000 02 
0,000 02 
0,00001 


A4(m, 11) 


0,000.50 
0,00008° 
0,00003 
0,00002 
0,00001 
0,000006 
0,000005 
0,000 004 


A, (13, 7’) 


0,000 903 
0,00039 
0,000 23 
0,000 14 
0,0000905 
0,000069 
0,000 049 
0, 000 0374 


A,(m, 13) 


0,000 77 
0,000 21 
0,000 10 
0,000 06 
0,000 04. 
0,000 03 
0,0000223 
0,0000217 


303; n » 


0, 0005 

0,0001 

0,00005 
0,00003 
0,00003 
0,000 02 
0,00001 
0,00001 


A,(m, 13) 


0,000 31 
0,000 06 
0,00003 
0,00001 
0,000008 
0,000005 
0,000003 
0,000 002 


A,(15,n) | n’ 
0,00055 1 
0,000 25 3 
0,000 16 5 
0,000 101 7 
0,000 069 9 
0,000052 | 11 
0,0000374 | 13 
0,00003 15 

A,(m,15) | m 
0,000 50 1 
0,00015 3 
0,00007 5 
0,00005 7 
0,000 03 9 
0,000024 | 11 
0,0000217 | 13 
0,000020 15 

Aa ts, n’) | n’ 
0,000 4 1 
0,0001 3 
0,00005 . 5 
0,00003 7 
0,00003 9 
0,00001 11 
0,00001 13 
0 15 

A,(m,15) | m 
0,000 25 1 
0,00005 3 
0,00002 - 5 
0,00001 7 
0,000 006 9 


0,000004 1l 
0,000002 13 
0,0000015 } 15 


Beet A, (Lott) 
1 | 0,09157 
3 | 0,007 22 

5 | 0,0020. 
7 | 0,00091 
9 | 0,0005 

11 | 0,0003 

13 | 0,00018 


15 | 0,00014 | 


A;(3,n’) 


0,007 22 
0,000 72 
0,000 2 

0,00011 
0,00007 
0,000 04 
0,00003 
0,00002 


A;(5,n’) 


0,0020 
0,0002 
0,00008 
0,000 04 
0,00003 
0,00001 
0,00001 
0,000 007 


A;(7,n’) 


0,000 91 
0,000 11 
0,000 04 
0,000 02 


0,000015 


0,000 007 
0,000005 
0,000 004 


A;(9,n’) 


0,0005 
0,00007 
0,00003 
0,00001 
0,00001 
0,000 005 
0,000 003 
0,000002 


A;(11,n’) 


0,0003 
0,000 04 
0,00001 
0,000 007 
0,000005 
0,000 003 
0,000002 
0,000 001 


1; (13,n’) 


0,000 18 
0,00003 
0,00001 
0,000005 
0,000003 
0,000002 
0,000001 
0,0000008 


Aad ony anit 


0,00014 1 
0,00002 3 
0,000007 | 5 
0,000004 | 7 
0,000002 | 9 
0,000001 | 11 
0,0000008 | 13 
0,0000005 | 15 
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Ohlig: Die eingespannte Rechteckplatte. 


Tafel 2 (Fortsetzung). 


1,(m, 13) 


0,000 10 
0,000012 
0,000004 
0,000002 
0,0000013 
0,000 0007 
0,00000045 
0,000 000 29 


A, (13, n’) 


0,000 048 
0,000005 
0,0000019 
0,000001 
0,000 0005 
0,0000003 
0,000 0002 
0,000 0001 


A,(m, 13) 


0,000 024 
0,0000025 
0,0000008 
0,000 0004 
0,000 0002 
0,000000 12 
0,000 00008 
0,00000005 


Ay (13, n’) 


0,000012 
0,000001 
0,0000004 
0,000 0002 
0,00000009 
0,000 00006 
0,00000004 
0,000 000024 


Ayo(m, 13) 


0,000006 
0,0000005 
0,0000002 
0,00000008 
0,00000004 
0,000000 026 
0,000000017 
0,000000012 


Invenieur-Archi v 


A,(m,15) 


0,00007 
0,000009 
0,000 003 
0,0000016 
0,0000009 — 
0,000 0006 
0,000 00029 
0,000 000 23 


A, (15, ny 


0,000037 
0,000 004 
0,0000013 
0,0000007 
0,000000 34 
0,000 0002 
0,000 0001 
0,00000009 


A,(m,15) ELIS==S5) 


0,000 02 
0,0000018 
0,000 0006 
0,0000003 
0,000 000 14 
0,000 00008 
0,00000005 
0,00000003 


Ay (15, 7’) 


0,000010 


0,000 0009 


0, 0000003 
0,0000001 
0,00000005 
0,00000004 
0,000000 024 
0,000 000016 


Ayo(m, 15) 


0,000005 
0,0000004 
0,00000013 
0,00000006 
0,000 00003 
0,00000002 
0,000 000012 
0,000 000018 


m | A,(m,1) | Ag(m,3) A,(m,5) A,(m,7) Ag(m,9) Ag (m, 11) 

1 | 0,04436 |0,00362 | 0,00102 0,00047 0,000 26 0,000 16 

3 | 0,00362 | 0,00034 | 0,00010 0,00005 0,00003 0,000017 

5 | 0,00102 |0,00010 |0,000036 |0,000018 |0,00001 0,000005 

7 | 0,00047 |0,00005 |0,000018 |0,000009 | 0,0000057 | 0,000003 

9 | 0,00026 | 0,00003 | 0,000010 | 0,0000057 | 0,0000032 | 0,0000016 
11 | 0,00016 | 0,000017 |0,000005 | 0,000003 | 0,0000016 | 0,0000010 
13 | 0,00010 | 0,000012 | 0,000004 }0,000002 | 0,0000013 | 0,0000007 
15 | 0,00007 | 0,000009 | 0,000003 | 0,0000016 | 0,0000009 | 0,0000006 
Ar (lant) 0A, (3,1) A,(5,n’) A,(7,n’) A,(9,n’) A,(11,n’) 

1 | 0,02159 |0,00180. | 0, 00051 0,000 24 0,000 13 0,00008 

3 | 0,001.80 | 0,00036 | 0,00005 0,000024 |0,000014 | 0,000008 

5 10,00051 |0,00005 |0,000016 |0,000008 |0,000005 | 0,00000027 

7 1 0,00024 | 0,000024 |0,000008 | 0,0000042 | 0,0000023 | 0,0000014 

9 | 0,00013 | 0,000014 | 0,000005 | 0,0000023 | 0,0000012 | 0,0000009 
11 | 0,00008 | 0,000008 | 0,0000027 | 0,0000014 | 0,0000009 | 0,00000046 
13 | 0,000048] 0,000005 | 0,0000019 | 0,0000010 | 0,0000005 | 0,00000030 
15 | 0,000037] 0,000004 | 0,0000013 | 0,0000007 | 0,000000 34) 0,0000002 
m | Ag(m,1) | Ag(m,3) Ag(m, 5) Ag(m,7) Ag (m,9) Ag(m, 11) 

1 | 0,01054 |0,00099 | 0,000 26 0,00012 0,00007 0,000040 

3 | 0,00099 | 0,00011 0,00003 0,00001 0,000007 | 0,000004 

5 | 0,00026 |0,00003 |0,000008 |0,000004 | 0,000002 | 0,0000013 

71 0,00012 |0,00001 |0,000004 “) 0,0000018 | 0,000001 0,0000006 

9 | 0,00007 |0,000007 | 0,000002 | 0,0000010 | 0,00000057) 0,00000034 
11 | 0,00004 | 0,000004 | 0,0000013 | 0,0000006 | 0,000000 34) 0,00000021 
13 | 0,000025) 0,000002 5] 0,0000008 | 0,0000004 | 0,000000 20} 0,00000012 
15 | 0,00002 | 0,000001 8] 0,0000006 | 0,0000003 | 0,00000014| 0,00000008 
n’ | Ag(1,n’) | Ag(3,n’) Ag(5,n’) Ag(7,n’) Ag (9,10) A, (11,1’) 

1 |-0,00516 | 0,00050 | 0,00013 0,00006 0,000035 | 0,00002 

3 | 0,00050 |0,00005 |0,000013 | 0,000005 0,000003 | 0,000002 

5 | 0,00013 | 0,000013 | 0,000004 | 0,0000018 | 0,000001 0,0000006 

7 | 0,00006 | 0,000005 | 0,0000018 | 0,0000008 10: 0000005 | 0,0000003 

9 | 0,000035) 0,000003 | 0,0000010 | 0,0000005 | 0,000000 25) 0,00000015 
11 | 0,00002 | 0,000002 | 0,0000006 | 0,0000003 | 0,000000 15) 0,00000009 
13 | 0,000012/ 0,000001 | 0,0000004 | 0,0000002 | 0,00000009} 0,00000006 
15 | 0,000019! 0,000 0009] 0,0000003 | 0, 0000001 | 0,000 00005] 0,000 00004 
m | Ay(m,1) | Ayo(m, 3) Ayo(m, 5) Ayo(m, 7) Ayo(m,9) Ayo(m, 11) 

1 | 0,00256 | 0,00024 |0,000065 | 0,00003 0,000017 | 0,000010 

3 | 0,000 24 | 0,000023 | 0,000006 | 0,0000026 | 0,0000015 | 0,0000009 

5 | 0,000065] 0,000006 | 0,0000019 | 0,0000008 | 0,0000005 | 0,00000029 

7 | 0,00003 | 0,000002 6] 0,0000008 | 0,00000037| 0,0000002 | 0,00000012 

9 | 0,000017| 0,000001 5] 0,0000005 | 0,0000002 | 0,00000011) 0,00000007 
11 | 0,000010} 0,000 000 9} 0,000.000 29] 0,000 000 12} 0,00000007| 0,000000043 
13 | 0,000 006] 0,000000 5} 0,0000002 | 0,000000 08} 0,00000004 0,000000026 
15 | 0,000005} 0,000 0004) 0,000000 13} 0,000000 06] 0,00000003 0,000 00002 


Tk 
13 
Lon 


ee ee 


EL 


} 


a 


Rey 4 TMT rims 


ae eA) 


n ahnlicher Weise wie vorher Ee Y man auf . 


ek = Zz x dx 1 
. es 22 / (m2+- x42 x) at (2x42 m> t 


Nun laBt sich die Reihe » repress , woa ad b gegebene positive Zahlen sind, wie folgt um- 
formen. Es ist 
n'4 1 2 i 
, ee emir = (5 | i ees 


Daher wird 


, RAD I 1 ‘ ’ 
- : ’ / (an?-+by? ~ a n’ . 


‘Die harmonische Reihe 34 — ist far y>1 Konwergont: Hieraus folgt ohne weiteres die Konver- 


_genz der Reihen fir aw 


Die 4-Werte entstehen aus Abklingungsvorgingen. Die ersten fiinf bzw. sechs Glieder der 
Reihen berechnet man auf gewodhnliche Weise. Die hdheren Reihenglieder kénnen durch Ex- 
3 ponentialfunktionen der Form 


2 f (x) = C,e%* + Cye%* + Cye%* + - 
ersetzt werden. In erster Naherung mége zur Restabschatzung die Einfihrung der ersten Ex- 
ponentialfunktion geniigen. Bezeichnet man mit dm das m-te Glied der A-Reihe, so ist 


ae bg Weel Oda Jer Mery ree Ota 
@ Fir 4,=0 wird C=a,,,; und fir x,=1 gilt 

a e An+2 = Am+1 es 
-woraus folgt 


Cine 
\ 1 Am+1 g 


yy Wegen < list 6 <0. Somit ist $i Ce™® eine Reihe mit positiven, monoton abnehmen- 
m+1 m=1 


den Gliedern. Auch 

a ‘ f (x) = Ce?* 

ist eine fir x > 0 positive und gleichfalls monoton fallende Funktion. Da das uneigentliche 
Integral 


| 5= fit(aas 


onvergiert und den Wert —Ce®/6 hat, folgt hieraus nach dem Cauchyschen Integralkriterium' 
die Konvergenz der Reihe 2’ Ce™®. Setzt man nunmehr——~ 


m 


Tim = Om41 + Omz2 + <°: =C>) eom 


ot cy 1 


: . a 1 
dann wird mit C = a 
J € 
: Pipronodl gob Ss ead, 
oS ny oe ee 
_ Pur die Reihe a, gilt entsprechend 
‘ae + m=1,3,5,... ; 
‘ Om+1 1 Qm+3 
r= Hinton eee nd ee oe eds 
Ss 1==e 6 eo hen 


Die Schmiegsamkeit des Ansatzes mit Exponentialausdriicken sei an dem Beispiel der Be- 
rechnung von Al(1,1) gezeigt. Unter Beriicksichtigung der 20 ersten Glieder kommt 


2 AA, 1)= 0,056 625 - 32—1,8120. Mit den Gliedern a,,=0,000002 63 und a,,=0,000 001 293 


_erhailt et 2 1 0,000 001 293 “ars 0 709 3 { 
. y ~ "0,000 002 63 : 


1 K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, S. 303. Berlin 1931. 


und weiter e° =0,702, e?®°= 0,492. Daraus foltt r’, = 0,000 002 63 : 0,508 = 0,000 0052. Die 
Summe der 6 ersten Glieder der Reihe fur 2! (1,1) betragt 0,0566193 - 32. Unter Hinzufigung | 
des Restgliedes Fowist 
Ai(1,1) = (0,056 6193 + 0,000 005 2) - 32 = 1,81198 


ein bis auf die vierte Dezimalstelle mit dem Summenwert aus 20 Gliedern iibereinstimmendes 
Ergebnis. 

“Die Ermittlung der A-Werte stellt den mithsamsten Teil der numerischen Berechnung dar. . 
In der Zahlentafel 2 sind die GréBen A! fiir die quadratische Platte (x=1) zusammengestellt. 


8. Zahlenbeispiele. a). Die ‘quadratische, allseitig, eingespannte Platte unter 
gleichmaBig verteilter Belastung. In diesem Falle soll die Einspannung auf zwei gegen- 
iiberliegenden Seiten (y= -+6/2) unmittelbar eingefiihrt werden. Mit dem Ansatz 


. , 4 pa* ‘Ga eS a EAs <t 
wae » COS HX, = (13 Ope) 


m> ( 
und der Zusatzlésung 
wl! 4 pat (0 2 
< aN a 


erhalt man die Crug diestne 


(dm Goj wy + bm ay Sin ay) cos ax 


A il ap tg 0 Str) i! 
(wo w,) = Be 2 (S YF : ap ; ; 3 Gol ay + yay Gin ay | 00 aX. 
‘ rig s (a) s (x ) 
Hieraus gewinnt man durch Beh Differentiation nach x 
lta? Giga? 3 
0 (wy +) ) 4 pa? 1 I Pp) Ph ay S| 
( aoe — oj ay + (=1,-3; 358 +) 
peat 4 a b by 
0x 3 ; It N ™m s (x 5) Ss (x 5) i 
Sav DNS b i ; Si : 
Hier ist zur Abkiirzung gesetzt s («x i) = Gof a + ;-- Die Entwicklung dieses Aus- 


drucks in eine Fourierreihe der Koordinate y ergibt nach gehériger Zusammenfassung 


(Beat SnD vAleosthy oe emma S544) 
2 n 


0x 
mit \ 
n—1 
vi 16 pa*(—1) 2 > 1 1 nx 2m? nx Gin «b 
i n> Nb mine. men? x (m? +n? x”)? ab enaF | 


Die vierseitige Einspannung wird mit pe Zusatzlésung w,, wie unter 3 angegeben, ermittelt. 
Die Zahlenwerte sind in nachfolgender Tafel 3 zusammengestellt. : 


Tafel 3. Werte An, Gp und Gm. | 


A,=+0,118 107. (— SE) G,=0,1934 ee @,=—0,1123  . HES 
‘As=—0,013495 —,, G,=0,000167 _,, G,=+0,002706 ,, 
A,=—0,004200 —,, G,=0,0000055 _,, ®;=—0,0000775 _,, 
A,=+0,001755 ,, G,=0,000001293 ,, — |_- @, = +0,000002334 ,, 


f z Mit diesen Werten wird das Moment in Feldmitte 


m—1 b b 
4 pa by ers Ctg a ’ ’ 
. (m™x,0+1)x=0 oe ( aa I ; + ‘ |- 0,01574 pat, 
Sine m Ss (x a) I. 
Pt 16 pa? mr mr NI no 
(Ms, 2)e0 = — Sem y | mS gE +), Gn (2 — 2H 9 ) | = 0,002.21 pat, 

(mz),-9 = 0,017 95 pa?, 

“ y=0 


Sd oh 
— epi 


s 


nite Rechteckplatte. 263 


malt 

oo 
a 
P| 


ore 


oment in Seitenmitte erhalt man in abnlicher Weise 


(i) = (my) <—0 = — 0,052 pa’. 


a 
2 
0 Iy5 re 


Far das Stitzenm 


Bet ets 


Db) Die quadratische, eingespannte Platte mit einer Einzellast in Feldmitte. 
Fuhrt man auch hier wie bei dem vorherigen Beispiel die Lésung fiir die auf zwei gegeniber- 
liegenden Seiten eingespannte Platte als Grundlésung ein, so wird mit dem Werte 


: | 4P py a+ Gina 
b oN ites aaa as ha 
A= — 9 LD gay [PACD eo 


nN (m?+n? x2) Gina + Cofat tat 


“die Ableitung 

r. 

F 0 (wo +) ae tee 

; ee ee = 2, An cos By NL a ts are a 

Der Ausdruck stimmt mit dem in (20) ermittelten tiberein. Seine Werte, sowie diejenigen fir 
die vierseitige Kinspannung nach den Formeln (30a) und (31a) berechneten, sind in der Tafel 4 _ 


 angegeben. 7 

; ; Tafel 4. Werte An, Gn und Gm. 
A, =—0,103228 a G, = 0,022097 = | G, =—0,013048 
A. = 0017 92K, Ge = 0.000133 » | G; = 0,000317 2 
A, =+0,003125 ,,- | Gs; = 0,000002725 » | Gs; =—0,00001016 si 
A, =—0,00123 ,, | G, = 0,0000001386 ~—,, | G, = 0,000000310 y 
A, =+0,000554 ,, | G, = 0,000000006232 ,, | ® =—0,00000001093 
Ay, =—0,000327 ,, “| Gy= 0,000000000236 =, | G y= 0,000000000356 _—, 
A,;=+0,000176 ,, | G,,= 0,00000000000922 ,, | &,,=—0,00000000001275._,, 


A,;=—0,000134 * ,, | G,,=—0,000000000000391 ,, | G,,= 0,000000000000509 ,, 


Das Einspannmoment m, im Grundsystem ist 


P Gin a : 
(m;).—-0 = — => eae =—- = — 0,1658 P. 
: epee % m—1,3,... Ginw + Cofas+az 
» Aus der Zusatzlésung erhalt man fir den Punkt kame, y=0 
wT ’ (ie b 
(mz),2 =-2 ) GnGof BS = — 0,125 P; 
3 5 y=0 WN, Ones i 
fir den Punkt x=0, y=5 wird 
(my x-0 =—2 D, Gm Gof a> = + 0,0413 5 
ape maT, 8 yi. 
aay ee. 


‘Das Gesamtmoment an dieser Stelle ist dann 


(my).-0 = —0,1658 P+ 0,0413 P =—0,1245 P ~ — 0,125 P. 


Die Ubereinstimmung mit dem Henckyschen Wert —0,126 P ist befriedigend. 

_ Die beiden Beispiele vermitteln ein anschauliches Bild der Gite der Konvergenz. Wahrend 
im ersten bereits 4 Reihenglieder geniigen, um die technischen Bedirfnissen geniigende Ge- 
-nauigkeitsgrenze zu erreichen, miissen im zweiten Falle schon doppelt so viel Glieder berechnet 
werden, um die Momente auf drei Dezimalstellen angeben zu kénnen. Die aus den Ansatzen 
¢ | ur w, gewonnenen Reihen konvergieren um so schlechter, je mehr man sich dem Rande iirc +6/2 
‘nahert, doch ergeben sich fir die héheren Reihenglieder Vereinfachungen in den numerischen 
Berechnungen. : 


(Eingegangen am 27. Juli 1948.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. Rudolf Ohlig, (16) Wiesbaden, Hainerstrafe 1. 
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Berichtigung ss 


zu meinem Aufsatz in Bd. XVI, S.321:,,Der EinfluB®B der EYE Sage SNS 
bei der hydrodynamischen Schmiermitteltheorie™. 


Von W. Kahlert. 


VeranlaBt durch einige Nachfragen, mochte ich folgende Unkorrektheit aufklaren: Die Desens 
Po: P1 und py werden physikalisch sinnvoll als Uberdriicke gegen den AuBendruck (etwa Atmo- 
spharendruck) gerechnet, wahrend der Druck px, der durch die ,,Korrekturstrémung* hinzu- 
kommt, absolut gerechnet ist. Dann driicken sich die von der klassischen Theorie her gelaufigen 
Grenzbedingungen, die auch von der Korrekturstrémung eingehalten werden missen, am An- 
fang und Ende des Schmierkcils beim ebenen Gleitschuh aus: auf S. 323 


p, =9 far x0 undrs =I 
(statt x=1, Druckfehler!) und auf S. 325 
p,=0 fir x=0 und x=. 


Fir das Zapfenlager ist diese Bedingung ja schon entsprechend ausgesprochen (S. 334, unten). 


(Eingegangen am 23. Februar 1949.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. Wolfgang Kahlert, Arndell, 22 The Fairfield, Farnham, Surrey (England). 
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Das vorliegende. Buch tiber ,,Konforme Abbildung* will vor allem den vielen. — 
Ingenieuren und N aturwissenschaftlern, welche dieses wichtige mathematische .| 
Hilfsmittel fir ihre praktischen Aufgaben brauchen, in einer ihrer Ausbildung 
angepaBten Form vermitteln. Aus diesem Grunde werden Vorkenntnisse aus der 
mathematischen Funktionentheorie nicht vorausgesetzt, sondern umgekehrt die 
Leser an Hand von anschaulichen Beispielen in diese mathematische Disziplin 
eingefuhrt, die dann erst spater fiir weitere Aufgaben Verwendung findet. Wenn 
das Buch, demnach nicht eigentlich fiir Mathematiker geschrieben ist, so 


dirfte es aber doch auch fir diese als Gesamtdarstellung dieses Sondergebietes 


he A? fad 


von Interesse sein und vielleicht gerade wegen der Eigenart der stark auf der 


geometrischen. Anschauung beruhenden Darstellung manche Anregung bieten. - 
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